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In den ^ Göttinger Nachrichten^ von 1874 pag. 249 habe ich mittels der Methode der Liouville'- 
Bchen Differentiation eine lineare Differentialgleichung vierter Ordnung hergeleitet, welche integrabel 
isty und ich habe dort die Absicht ausgesprochen , die durch sie definirte Function gelegentlich in aus- 
gedehnterer Weise zu discutiren. Eine solche Discussion soll an dieser Stelle stattfinden. Vollständig 
erschöpft wird durch dieselbe der Gegenstand allerdings nicht, indem namentlich ein Eingehen auf 
Relationen zwischen contiguen Functionen unterblieben ist, und nur die Mittel angedeutet sind, die zu 
ihrer Herleitung dienen können. Ich meine jedoch, dass es nicht ohne Interesse sein wird, die Inte- 
grale einer Differentialgleichung als Integrale einer Differenzengleichung oder Recurskmsformel abge- 
leitet zu sehen, was schon desw^en nicht ohne Bedeutung ist, weil jede lineare Differentialgleichung mit 
ganzen CoeiScienten leicht so verallgemeinert werden kann, dass sie in eine Recursionsformel übergeht 
Die Theorie der Differenzengleichungen ist mit der der Differentialgleichungen i^o nahe verwandt und 
80 innig verwachsen, dass es Wunder nehmen muss, wie wenig dieser Zweig der Analysis Gönner 
besitzt. Allerdings werden die Differentialgleichungen immer das erste Interesse in Anspruch nehmen 
dürfen, allein ich glaube, dass ohne Untersuchung der Eigenschaften der durch Becursionsformebi 
definirten Functionen die Entdeckung der Eigenschaften der durch Differentialgleichungen definirten 
Functionen auf so allgemeine beschränkt bleiben wird, wie sie in neuerer Zeit mehrfach gefunden 
worden sind. Setzt man an die Stelle von Potenzreihen Reihen, die nach Gauss'schen /7- Functionen 
fortschreiten, so lassen sich die Recursionsformeln (Differenzengleichungen) ebenso mittels der Methode 
der unbestimmten Coefficienten behandeln als die Differentialgleichungen, und es liefert so 
diese Methode Functionenelemente, welche zur vollständigen Definition dieser Functionen ausreichen. 

Im Artikel I der folgenden Abhandlung ist zunächst eine Function P nach Analogie Rie- 
mann's (welcher die Gauss'sche Reihe behandelt) durch ihre Periodicität definirt, und im Artikel II 
wird nachgewiesen, dass diese Function identisch ist mit dem vollständigen Integrale einer Differential- 
gleichung (10.) vierter Ordnung, welche hergeleitet wird. Daraus ergiebt sich, dass eine Function mit 
den im Artikel I geforderten Eigenschaften existire, und dass sie bis auf vier willkürliche Constante, 
von denen sie eine lineare homogene Function ist, vollständig definirt sei Im Artikel III wird gezeigt, 
wie sich eine Recursionsformel durch eine nach /7-Functionen fortschreitende Reihe mittels der Methode 
der unbestimmten CoefBdenten int^griren lasse, und es wird dieser Satz auf eine specielle Recursions- 



IV 

forijiel zweiter Ordnung: angewendet, und eine vollständige Lösung derselben durch hypergeometrisejie 
Reiiien dritter Ordnung erzielt. Der Artikel IV zeigt dann, dass die Function P auch noch das voll- 
Ji^tändige Integral einer liecursionsformel vierter Ordnung ist, stellt (20 und 2()a) diese Uecursions- 
fonnel auf, und integrirt dieselbe nach der Methode des voraufgehenden Artikels. Dem Artikel IV ist 
noch eine Untersuchung angehäuu.t, welche von allgenuMnerem Interesse ist, weil eine aus den Lösungen 
einer Kecursfonsiormel zweiter Ordnung und ihren ersten Dillerenzen gebildete Determinante durch 
//-Functionen vollständig dargestellt wird. Im Artikel V werden die Darstellungen sämmtlicher Zweige 
der Functicm /' in den Punkten o, 1, ^ durch bestimmte Integrale aufgestellt, und es wird auf ihre 
grosse Mannigfaltigkeit hingewiesen. Hiermit ist dit^ Ditlerential- und Ditferenzenglei(*hung vollständig 
integrirt. Im Artikel VI wird die Anw(Midung der bestimmten Integrale gereclitfertigt. Dieselben 
haben nämlich nach ihrer gewöhnlichen Definition keinen Sinn, wenn nicht die Exponenten der Function 
/' gewissen Beschränkungen unterliegen. In einem einfachen Falle, ])ei der Gauss' sehen 1 leihe und bei 
den //-Functionen habe ich schon in Schlömilch's Zeitschrift Bd. XIV pag. 51 ausführlich gezeigt, wie | 

sich dieser Uebelstand beseitigen lässt. Hier ist diese Methode verallgemeinert, indem ihre Zulässig- 
keit auch noch dann nachgewiesen wird, wenn unter dem Integralzeichen nicht blos Producta binouii- 
scher Grössen stehen, sondern Lösungen von Ditrerentialgleicliungen, deren Integrale als einfachere 
anzusehen sind als die, welche durch die bestimmten Integrale dargestellt werden sollen. Im Artikel 
VII werden einige Coefficienten, die den Zusammenhang der einzelnen Zweige von P unter sich ver- 
mitteln, durch //-Functionen und hypergeometrische Keihen dritter Ordnung dargestellt, und endifch 
wird auf die Mittel aufmerksam iremacht, durch welche man zu Kelationen zwischen contiuueu Func- 
tionen gelangen kann. 

Frei bürg, im April 1875. 

•T. Thomae. 



üntersachiing einer Function, die einer Differential- oder DilTerenzen- 

gleichung yierter Ordnung Genüge leistet 



I. 

Die Function 

(aß Y 

P a' /»' r" ^ 

(«'0(n(7") 

BoU dnrch die Eigenschaften definirt werden: 

(1.) Sie ist ftlr alle Werthe von x ansser 0, (x, 1 endlich und einändrig, 

(2.) Zwischen je ftlnf Zweigen dieser Function P', P\ P^'j P*"^ P^ findet eine lineare homogene 

Gleichung mit constanten Goefficienten statt: 

&P + &*P' + &"P" + c"*'P'" + c^P^ — 0. 
(8«) Die Function lässt sich in die Formen 



'ß 



Pß + C^P^ + Cß.sP^' + 



CyPy + CySpy" + CyS^Pr" + *C^. 






setzen, so dass die Ausdrücke 

x-^P", x-'^P^, x-^''P^\ a;-«"*/^" 
fUr x«»0 endlich, ein&ndrig und von verschieden sind*). Ebenso dass die Ausdrücke 

für X SB oo endlich, einändrig und von verschieden sind. Endlich dass die Ausdrücke 

(1 _ a;)y/>y, (1 — x)y*py, (i _x)y"/>y", (i — x)r*py" 

für X *=s 1 endlich, einändrig und von verschieden sind. 
(4«) In den Ausdrücken 

(c^, p^' + *c^.*p^") x-«"-S {cß..pß" + •c^'^p^) xP''+\ (cyspy^' + •cy. *fiy") (1 -x)-y"-i 

lassen sich die Constanten 0^*4^ *c^<', . . . *Cy4i so bestimmen, dass sich diese Ausdrücke bez. für x «-■ 0, <x>, 1 
von und oc verschiedenen Werthen nähern. Für P^'*, */^" können jede beliebige Ausdrücke 

deren Determinante Cfg***d^* — ^c^j^ucf^u^ ist, gesetzt werden, und man kann daher dafür solche Aus- 
drücke wählen, dass /^x"~"", •7^'x""^"""\ für x = 0, von und oc verschiedene Werthe annehmen. 



*) Der Ausdruck „für x — 0*^ statt des exacteren ,,in der Umgebung des Punktes C, wird wohl keinen An- 
stoBs erregen. 

1 



2 - 



was eine Modification der Eigenschaften (3.) bedeutet Ebenso können, wenn es Umstände erfordern, 
x^'P^\ x^'^^*P^" \ P^'*{\ — ^')~~^\ *P'^"{\ — a:)~^""~^ so bestimmt werden, das8 sie bez. für x = 5c 
und X = \ von und ex verschiedene Werthe annehmen. 

(5.) In Betreff der Exponenten a, «', ... /" wird vorausgesetzt, dass keine der Differenzen 



a — a', a — a", a' — «"; 



i^—'^', f^' — r, p^ — .r; 7 — 7', y — f\ f — f* 



eine ganze positive oder negative Zahl sei, und dass 

a + a' + 2a" + /^ -f /^' + 2,^" + 7 + 7' + 27" = 3 
sei. Die Grössen «, «', («'') werden die Exponenten der Function F im Punete 0, die Grössen /i/, '^'^ {ß") 
im Punete 'x, 7, 7', (7") im Punete 1 genannt. 

IL 

Nun soll zunächst die Existenz der durch die Eigenscliaften des Art. I detinirten Functionen nach- 
gewiesen werden. Da offenbar 



(6.) x\\—xyV 



a 



ß y 

a' ß' 7' 0- 

(«") iß") (r) 



= P 



a + d ii — 6 — f 7 + fc 

«' ■\- d i^' — d — f^ 7' + ^ X 



ist, und da man d = — a", £ = — 7" annehmen kann, so genügt es, die Existenz der Function 

(c ß y 
a' ß' f X 



y = 



P 



00 iß") 00 



nachzuweisen. 



dy 



Genau so 



Setzt man nun die Existenz der Function y voraus, so ist -- = //' eine Function, die sich da 

^ ' dx ' 

und nur da verzweigt, wo y es thut. Ihre Exponenten 

in den Puncten ^ 1 

bez. gleich «—1, «'— 1, (0); ^+1, i^' + l, G^^"+l); 7— 1, /-A, 00; 

also ist y' eine Function /*, weil sie alle Eigenschaften besitzt, die der Art. 1 von ihr fordert. 

d^y d^y d^y 

sind —-;: = y'\ 7-., = y'"> T^, = y^'*' Functionen P, deren Expoueuten .sind: 
dx^ ^ ' dx'^ * ' dx^ ' j ^ 

in den Puncten a: 

I «_ 2, a' - 2, (0) ; ii + 2, ß'-\- 2, (,:("+ 2) ; 

bez. gleich « — 3, a' — 3, (0) ; ,:< + 3, ,i'-h 3, (,:?"+ 3) ; 

I a — 4, «' — 4, (0); ß + 4, ß' + -i, (,r+ 4) ; 

sind, und so auch alle weiteren Differeutialquotienten. 

Den Eigenschaften (3.) zufolge kann mau nun setzen : 



1 
7-2. r-2, (0); 
7-3. 7'- 3. (0); 

y—i, }''—■»> ("0; 



(7.) 



"■ = (:;y<;y^(:,;y 



+ 



/(( *>. 



,'■ ß 



n 



l 



.V" 



py+i"" ^V>"+(_;j/^^" + 



^a y' j 



() 1 

St Y 



V«'" 



>«' 



/>« = 











1 
.« 7 






ii' ß- 

'0 *i 
a* 7 



•»" 



// 



*/v 



*/ij^" 



/»" 



/< 



/>«' = 



»:^' 







i> * 



y'/^j^* "*" V'" i^'>'^ ^ \^'" '^"/ ^ "^ V«" iV' 



J>0 



-^.><->K.'' >'-<■>'-■■ 



worin 






(80 



constante Grössen (in Bezog, anf x) sind. Durch Differentiation folgt hienns: 



df*P^ 






da^ 






;; /o i\ dfpr" 



1^ d^py , 

." 1* 



/O 1 



*\\ä^*py" 



/o »r 



o. B. w. Sind nun Xy X', X", X'" ganze von einander verschiedene Zahlen, so folgt mit Btlcksieht darauf, 
dass o", y" beide Null sind, aus (1.), (3.) und (5.), dass die Function 



A« A f A y ^ 



-IC ;)l- 



dr' 



.o; 






,x 



— a — 



.■(,-x)-.-^-|(»«)|. 



(1— a:)-y-y' 

.3— ^— /?•— 2/?* 






i^ 



■(!-') 



— y— y' 



eine flberali einftndrige Function seL Hierin bedeutet 



d^.P° 

_d^' 

dx^ 

d^*J^' 



da^' 



dx^ 
d^"p« 



die Determinante 
^'"pa 



dx^' 
dx^' 
dx^' 



dx^" 
d^'-ix*' 

dx^" 
d^" 

^"•ptc" 

dx^" 



\tH 



d^"'l^' 

dx^'" 
dx^'-' 



und 






d^py 

da^ 



' die hieraus dadurch hervorgehenden Determinanten | daafl man ttberall ß bez. y an 



Stelle von a setzt. Aber 



und 



IC 7)1 -. 



|( jl bedeutet die Determinante 

U r/ . \(^ r) U 7") U 7") 

/O IN /O IN /O IN /O -IN 

Va* 7J \a' Y'J V«' y'V \ß" 7"J 



/•O IN /»O IN 

\a" r) \a" 7') 



/O IN 
\a" 7") 



/O »IN 
\a" /'7 
/•O »IN 



welche hieraus hervorgeht, wenn man 1 durch ex, und / durch ß flberali ersetzt Be- 



deutet femer X die grösste unter den ganzen Zahlen X + X% 2 + i", A + ^'", X'+V% X'+X'", X''+X"', 

so sieht man leicht ein, dass J^ x* X" A'"-^(^ — ^)^ fttr a: »* und 1 endlich bleibt, ßltr x ^^ oc aber 
scheint diese Function fUr den ersten Blick unendlich gross von der Ordnung 2X — X — X' — Ä" — Ä'" — 3 



zu werden. Da aber fflr unendlich grosse x in 



da^ 



die beiden letzten Horizontalreihen nur durch einen 



Constanten Factor verschiedene Terrae besitzen, so wird die Function unendlich gross in der 
21— ;i — ;i' — A" — A'" — 4ten Ordnung. 

Daraus folgt: 

(9.) Der Ausdruck J; ;/ ;./ yju ,x^(\ — xf' ist eine ganze Function vom Grade 2^ — X — X* — 2" — X"' — 4. 
Die Function 

verschwindet für y = P identisch und es ist demnach 

D.xm—xy = 
eine Differentialgleichung mit ganzen Coefficienten, und zwar ist 

^3210» ^^ (1 — ^^-Y ^^^^ Function vom Grade 2.5 — 6 — 4 = 0, 
^•2lo4.x^(l-^'>^ „ „ „ „ 2.6-7 — 4=1, 

^1043. ^''(1—^0' ,, ,. ,, » 2.7-8-4=2, 

ik\vi'^^''{^—^y V „ ^y V 2.7 — 9 — 4 = 1, 

^4321 -^Ui—*^)' 7j yj jj jy 2.7 — 10 — 4 = 0, 

und es wird also y einer Differentialgleichung von der Form 

a'2(l _;c)2y''" + (?<__;;;,r).r(l — a-){/'" + 0^' + t'O' + w'x'^) y" 4- {v'' +w''x)y' + w*''y = 
Gentige leisten. 

Setzen wir nun für y die nach um eine Einiieit auf- oder absteigenden Potenzen von x geordnete 
unendliche Reihe, deren Anfangsexponeut unbestimmt ist, 

(ri) 

in die Differentialgleichung ein, so ergiebt sich 

V^ ,(.r- — 2x^ + x^)n.7i — l.n — 2.w — 3 . .r"~^ + (w — u + 7vx + n\V')n , n — \ . 7i — 2..r"-^| 

irf " I + (u'+ v'x + ?v\r'^))i ,7i—[ . .r" -2 + (v'' + Tv''x)nx"-'^ + w'".t'" ! 

Der Coefficient von x'^ in dieser Summe ist: 

an{n,n — i,n — 2 . ii — 3 + iv . n , n — \,n — 2 + tv^,n,n — 1 + rv^\ ?i + w'" 
— a„-^in+\{2 , 71 . 71 — \ . 71 — 2 -f w + ;r.?i.n — 1 — r'.n — r") 
-\- ünjf! rt-\-2 . 71+ [{71 ,71 — 1 + U , 71 + ?/'). 

Dieser miiss Null sein, wenn die Gleichuiiji- befriedigt sein soll, so dass also a„ einer Recursions- 
foniiel zweiter (Jrdnuiig genügen muss, und sich jeder Coefficient aus den beiden vorhergehenden ausrechnen 
lässl. Ist aber, wenn 71 zunimmt, r der Anfaugsexponent, so ist ö,.— 1? ^r— 2 gh'ich Null zu setzen und 
man hat in diesem Falle noch die beiden besonderen Gleichungen zu erfüllen: 

a^^i{7 — l ) (r^^2 . 7— ":3 f u , r — 2 -f n') = 0, 

u,._^l .r+T. )^{r^^ . 7~^^ f u . r— 1 -f ;/') 



— *'i,,.i'.(2.r — 1.?' — 2.r — 3 + u\-w,r—\.j — 2— r'.r— 1 -— r") = 0. 

Die erstere dient zur Bestimmung von r, die zweite zur Hestimmung von Oy\^, Sie sind beide von selbst 
erfüllt, wenn r = gesetzt wird und es bleiben in diesem Falle ^/^ und a^ unbestimmt. Indem man diese 
Constanten auf zweierlei Weise willkürlieh bestininit, erhält man zwei versehiedene Integrale mit dem Ex- 
ponenten 0, ganz so wie die Funetion /* im Punrte () zwei Zweige mit dem Exponenten besitzen soll, 
nämlich /^'" und *J^^" {it" = U), Setzt man für den Anfangsexponenten r die Eins, so erhält man kein 
neues Integral, sondern nur den spoeiellen Fall des vorigen, in welchem «o = und öi ^ gesetzt wird. 
Sodann kann man noch die Wurzeln der Gleichung 

1—2 . I — 3 + 7i,7^~2 + u' = )•— 2.r~2 + u—\ . v~2 -f- //' = 
als Anfangsexponenten wählen. Da y die Zweige I'^\ 1^ besitzen soll, deren Exponenten im Puncto (> 
a und a* sein sollen, so müssen die Wurzeln a und a' sein, und es muss also 

H = r> — ((. — a', //' = a — 2 . a' — 2 

sein. 



Wenn aber n abnimmt, nnd v der Anfangsexponent, also der höchste vorkommende ist^ so ist dy^i 
nnd 0^4.2 gleich Null zn setzen, nnd man hat daher die beiden besondern Oleichnngen zu erfüllen: 



ay.v{2.v—\.v—2.v—6 + u+w.v—\.v—1 — i/.r— 1 — v") 



Damit nun die Exponenten der Integrale im Puncte oc, wie bei der Function Py ß, ß\ /9", /}"+ 1 Bind, 
ist es ndthlg, dass die negativ genommenen Werthe dieser Exponenten Wurzeln der Gleichung sind: 

v.v—\.v — 2.v — Z + w.v.v—\.v — 2 + rv',v.v—i + ir".r + tv**' 
= ,;4_(6 — n;)r» + {\\ — '&tv + fv')v^ — (;o — 2fv + tv* — fv")v + fv"' = 0. 
Hieraus ergiebt sich: 

„;_6 = /J + ^' + 2/?"+ 1, 11 — 3fi; + it;' = 09"+l)O+/S'+^'0 + ß*'{ß+ß') + ßß', 

«;" — ii;' + 2ii;— 6 — ß ß'ß"' + {ß''+\)ißß' -{- ß'ß'' + ß''ß). 

„,''' = ßßT{ß''+^)y w = ß + r + 2iS" + 7, 

w' ^{ß—ß"+\){ß' — ß''+\) + Hß"+\){ß + ß' + ^), 
fv" - (^//+l)[^^/(ö4.ß/+l) + 2(i9+l)(|9'+l)]. 
Ist nun J^-« — ß oder v*^ — ß* oder = — ^''— 1, so bestimmt sich av^\ ohne Weiteres aus ov^ ist aber 
V = — ß**, so verschwindet in der Gleichung zwischen d—»»* und a_a*i_i der Coef&cient von a_^i_i 
nnd es muss demnach, wenn die Gleichung erfüllbar sein soll (d. h. wenn die Function P keine logarith- 
mischen Bestandtheile enthalten soll), der Coefficient von d^ß** verschwinden, und es bleibt dann a_ß>»_\ 
willkflrlich, weil die Gleichung von selbst erfüllt ist Es muss also 

— 2 . ß"+\ . j3"+2 . i3"+3 + ü+w. ß''-\-\ . i3"+2 + v\ß'*+l — t;' = 
sein. 

Führt man mittelst der Gleichungen 1 — x = Xiy a:=l — x^ eine neue Unabhängige in die Diffe- 
rentialgleichung ein, so gewinnt sie die Form 

-H k+v'+w' — (t;'+2w0^i + ff^%^]^ — (v'^+w'' —w'%)^ + w"y — 0. 

dxx ^ ax\ 

Sucht man aus dieser Gleichung die nach Potenzen von x^ aufsteigenden Integrale, und verführt 
wie vorhin, so findet man, dass 



«'+f'+w' = 7— 2.7'— 2, V' = 7— 2.7'— 2 — a— 2.a'— 2— 3.^''+l./;+/3'+3— /J— |3"-H.i?'— ß"-|-l 
zu setzen ist Wenn also y existirt, so muss diese Function der Differentialgleichung Genüge leisten: 

(10.) x\ l —xy y"" + \h — a — a' — (ß+ß'+ 2/?" + 7) x] a: (1 — :r) y*'' 
+ \ (a-2)(«'-2)(l-a:) + {y-^){f-2)x + x{x-\)[:6{ß''+\){ß+ß*+i) + {ß-ß''+\){ß'-ß^^+\)\\yU 
+ (^" + \{r+ß''){r+ß'') - («-2)(«'— 2) — ßß' + [ß-{ß+ß'+\) + ^{ß+\){ß'+\)']x\y' 

+ ßß*ß^^{ß-+\)y = 0, . 
welche mit der in der Einleitung angeführten (aus den Nachrichten der Göttinger Gesellschaft der Wissen- 
t^chaften entnommenen) Differentialgleichung genau übereinstimmt, wenn noch lg:r als Differentiationsverän- 
derliche eingeführt wird. 

Umgekehrt aber ist auch ersichtlich, dass eine der Jiffercntialgleichung (10.) genügende Function 
die Eigenschaften einer Function P besitzt, nur dass die Beschränkung, nach welcher a — a' etc. keine 
ganzen Zahlen sein sollten, in der Differentialgleichung nicht enthalten ist. Mithin ist die durch die 
Differentialgleichung defiuirte Function P noch etwas allgemeiner als die durch die Eigenschaften (1.), (2), 
(3.), (4.) und (5.) definirte. Da aber dann dies^e Function logarithmische Bestandtheile enthält, so müssen 
diese Fälle als Grenzfälle behandelt werden. 

Da nun das Vorhandemein des Integrals einer linearen Differentialgleichung mit ganzen Coeffk- 
cienten bekanntlich feststeht, so ist hiermit die Existenz der Function P erwiesen^ und sie ist durch die 



6 

Eigenschaften (1.), (2.), (3.j, (4.) (5.) bis auf vier willkürliche Constante, von denen sie eine lineare 
homogei(e Function ist, völlig bestimmt. 

lll. 

In den Nachrichten der Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften von 1874 pag. 261 et seqq. habe 
ich die Differentialgleichung (10.) theila durch die Liouville'sche Methode, theils durch die Mac Laurin'ache 
Reihe vollständig integrirt, und die Function P durch bestimmte Integrale dargestellt, die sich jedoc^i 
zum Theil vereinfachen lassen. Man kann aber auch die Differentialgleichung (10.) als eine Recursiona- 
formel schreiben, und P als Lösung dieser Recursionsformel ansehen, und die Darstellungen von P auf eine 
Weise herleiten, wie Integrale von Recursionsformeln gefunden werden, was hier geschehen soll. Zu be- 
merken ist hierbei, dass eine durch eine Differentialgleichung vierter Ordnung definirte Function vier will- 
kürliche Constante, eine durch eine Differenzengleichung vierter Ordnung definirte Function vier willktlrliche 
periodische Functionen enthält. 

(11.) Man kann eine Recnrsionsforjnel m^ (Ordnung mit ganzen Coefftcienten 

mittels der Methode der unb es timint e^t Coefficienten durch eine nach II- Fuyictionen fortschreitende Reihe 
so integriren, dass das Integral als Function der complexen Veränderlichen n der Formel Genüge leistet. 
Die Coefficienten dieser Reihe hängen von einer ähnlichen Recursionsformel ab, von der jedoch nur spe- 
ciellere Lösungen verlangt werden, itidem die Veränderliche nur die Werthe der Terme einer um etne Ein- 
heit ansteigenden (oder abnehmeyidenj Zahlenreihe anzunehmen braucht, so dass jeder einzelne Coefficient 
mit vorgegebenem Index aus einer endlichen Anzahl von Potenzen und Producte enthaltenden Gliedern be- 
steht und jedesmal ausgerechnet werden kann. 

Die allgemeine Lösung verhält sich zu der specielleren ungefähr so, wie die Gaussische Function 
n{n) zu der Function 71! = 1.2....//, die nur für ganze Zahlen defiuirt ist. 

Die Integration geschieht dadurch, dass man die Lösung als in der Form 

a = V..7^^'/7(7^ + r-l) 
^^^ hm{n + X-{) 
vorhanden voraussetzt, worin v von Glied zu Glied eine um je eine Linheit wachsende oder abnehmende 
Zahlenreihe (lurchliiuft, und X und h noch unbestimmte Zahlen sind. Für n = hXj lim Ä = 'x geht die 
Reihe in die nur mit einer Potenz von x multiplicirte Mac Laurin'sche über. 

Ohne uns auf die allgemeine Regründung dieses 8atzes einzulassen, wenden wir ihn sofort auf 
einen speciellen Fall*) an, der für uns von Wichtigkeit ist, zumal der Satz so einfach ist, dass er sich 
ohne Schwierigkeiten auf allgemeinere Fälle ausdehnen lässt. 

Wir untersuchen die Kecursiousformel 

(12.) «^+, .(« + 2-/?).(w + 2— ^') + a .{n + a).{n + a') 

— an-^iyi{yi+\y + {n+\){a + a' — ,i — ,V) + aa' -\- .i^' — {y + ß" — \) . {f + ^" —i)\ = 0, 

welche durch die Substitution 

, n{n + a—\) 

''" ^- '' " II{n-ß) 
in die folgende verwandelt werden kann: 

(12«.) a'n^z.in+2 — ß^) . {n+'2— \^i) + a'n.(/i+l — <^) . (n+a') 

_ i'2{n+\y+{n+:){l—ß+a' — i—a~ß^) + /^(i _«) + a'(l — ^) 

"^'' — (7 + .:^' + <t'+ii" — l)(y'+aM-f^M-;^"— 1) 

worin ebenfalls a + a' + ß + ß' + 2ß" + 7+7' = 3 ist. 

•) Ich habe die in diesem Artikel, integrirte Recursionsformel auf andere Weise bereits in Scblömilch's Zeit- 
schritt für Mathematik und Physik XVI. pag. I4ö und pag. 42v ausführlich behandelt. la Bezug auf Convergenz der 
vorkommenden Reihen und in Bezug auf den Zusammenhang der Lösungen unter einander verweise ich auf jene 
Aufsätze. 



= 0, 



Da es Dun hier^ wie ich der Ein&chheit halber yoraiiflselticke, genügt, h^^l and 2«» — ß'+^ 
zn setoen, so nehmen wir 

, Vft i7(n + .>-l) 

an and setoen dies in (12*.) ein. Darans ergiebt aich: 

1 V^ \n(n+v+\)(n+2—ß) + n{n+v—\){p+a).{v+a')(v—ß'+l) 

Jetzt setzen wir n + 2 — j9 «-= n + v + 2 — i^+ß)} den Coeffioienten von — JT(n+r) setzen wir gleich 
2.n+ir+2.n+y+l + n+v+\ .(a+a'—ß—ß'—iv—l) + 2v^+v(ß+ß'—a—a^ +aa' + iJ^' 

-(r+jJ''+i)(7'+iJ"-i), 

and den GoefBcienten von n{n+v — 1) setzen wir gleich 

n+v+2. n+v+\ .n+v + n+v+1 .n+v .{a+a' — ß' — 3v — 2) 
+ {n+v).{a — v—l.a'—v—l.ß'+v + a—v.a'—v.\—ß'—v) +{a—v)(a'—v){\—ß'—v) 

nnd bewirken so, dass n nar noch anter dem Zeichen 11 vorkommt, and erhalten dadurch die Gleichung: 

1 v* A ! IJi^+v)[r+ß"—^ . T'+r— 1 + (1— a— ö'-j3)ß' + v{i—a—a'—ß+ßO +v^]i _ 

mn—ß'+\) jZä ""{ — n{n+v—\) {v+ß'—\){v—a) {v—a') ] 

Erfüllt man diese Gleichung dadurch, dass man den GoefBcienten von n{n+p) gleich Null setzt, so 
muss by der Reeursionsformel genügen 

fcv+i .^+/J'.»^-«+i -^^-ö'+i =K[(v+ß')^ + (p+ß^{Y+ß^^—i + f+ß^'—i) + (r+r— i)(r'+i9"-01, 

welche durch die Gleichung 

. _ n{v+r+ß'+ß''—2){n{v+f+ß^+ß''-^2) 
•^ n{p+ß'—\) n{v—a) Z7(r — «0 

befriedigt wird.*) Ist v' das kleinste vorkommende Vy so muss fry«_-t verschwinden, und also v* = — ^'+1 
oder V' = a oder ^ «= «' sein. Nehmen wir — ß'+l als kleinstes v und setzen v = m + \ — j9', so ist 

ria^ a. = V nin+m—ß')n{m+r+ß''-\)n(m+ r+ß^'—\) 

V •; «» jiMm)n(n—ß')n{m)n{m—a—ß'+i)n{m—a'—ß'+\) 

= Const Z',.^, (^ n , r+^'+^'-l, r+ß^+ß"-\p 



wenn unter /\(. .^ 1 die Reihe 



^ . Ä+«^ h+V h+b" h+b h+b+1 h+b' ^+»^+1 h+b" h+b''+i 

"*" h—a+i'h—a'+l ' k—a"+\ "^ h—a+\ ' h—a+2' h—a'+l' h—a'+2' h—a''+l' h—a"+2'^ "' 
verstanden wird. 

Setzen wir in (12.) — n — 2 an die Stelle von n und vertauschen a mit ß, a* mit ^, so erhatten 
wir dieselbe Formel wieder, wenn O-« •» a'^« gesetzt wird, und es ergiebt sich also als neue Lösung 

(u.) 0. - «"-. - «««t /•.-«-fr«"'; ,+a^l^>'-i; r'.+/+r-i)- 

Die Gleichung (12a.) liefert weiter, weil dort nur 1 — ^ an Stelle von a, 1 — a an Stelle von ß 
und i^f — a'—ß'—ß" an Stelle von 7 + ß"—\, 1 —y—a' — jJ'—/?" an Stelle von y' + i3"—l 
getreten uit, 

Vio.; o. a« u(^_^) n(n-ß) '^^-ß' \ n , 1--«'_P"— t', X—a'—ß*'^) 



*) Die LOsung entbUt HT-Funetionen, wKhrend im Satz 11 behauptet wird, dass nur Potensen und Producte 
von PoMfUZBummen sor LOsung der seeundliren Recarsionsforrael gefordert würden. Dies ist aber, wie man leicht steht» 
auch wirklich der FaU, man wird aber, wenn wie hier die allgemeine LOsung der seonndSren Formel bekannt ist, 
dieselbe benutzen. 
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Da hier Lösungen für wachsende n nöthig sind, so kann die letzte Reihe nicht verwendet ^werdeo, 
weil, wie auch ay ß . , . beschaffen sein mögen, immer ein so grosses w existirt, für welches die Reihe 
nicht convergirt. *) Deshalb setzen wir, indem wir statt der 77- Functionen Euler'sche Integrale schreiben 
und snmmiren: 

n{a — a'') r^F{\—a* — h, 1— a' — //, a — a'+l, s)ds 






n{a+h"— 1) 77(— a"— &") ^^-^-^ ' (1 — ^)a+«4-«'+*4-&"+a"-i 

~ n{—a'' — b'')ni—a' — a'' — b — b' + i) ^-^-^-*'\^ ^ ^ i^^^ a+a'+b+b'-hl>''—\^ 

Wendet man die Transformation (16.), welche einfacher geschrieben werden kann 

^Ib.) I^a\^^ ^, ^,,j iil^a'^^b'jlI{l—a'—a''—b—bY'~^\a + a^+b''—i, —b, —h' )' 
auf die rechte Seite derselben noch einmal an, so folgt: 

^ *^ ""[b b' b*') ~ n(—a"—b'*)n(\—a'—a'*—b'—b*') \\—a—a'—b', V—a—a'—b'\ h ) 
Diese Transformation auf die Gleichung (15.) angewendet, liefert die neue Lösung 

(18.) Const. n{n-ß) ^ ^'+ß+?+7+n~\ n , l-a'-ßn_y^ a-a^+n 

_ p , mn—y—ß—ß'') p^ F{a*+ß +ß''-^y-\, ß—n, y^-ß^ß^'—n, s)ds 
— const. u(n—ß) i 6-«+>+/'+>--r(i_^)«'+,^S-,^''+)'-r 

Statt der constanten Factoren, mit welchen die Lösungen behaftet sind, kann man auch periodische. 
Functionen von n setzen, d.h. Functionen die ungeändert bleiben, wenn man n in 7i+\ verwandelt. 

Vertauscht man in (14.) a mit «', so erhält man eine neue Lösung, und zwar eine von der dorti- 
gen unabhängige, d. h. zwischen den beiden Lösungen hat keine lineare homogeue Beziehun<r mit constanten i 
oder periodischen Coefficieuten statt. Eine solche müsste von der Form 

r(n\ F /"'-"' ^ ' ^' ]A-r'hüP (^-"'' '^ ' '^' ' 

Lyn, /'!_„ ^^ _^^ y^a+ß"—l, y' + a+ß"—lj "^ V "''^l-«'\^ _,^ ^.y^^,'^^ß«^[^ y'^a' + ,i"-l 
and ea müsste also 

F^_a.(H) " (\ti\ 

eine periodische Function von « sein. Wendet man auf den Nenner der linken Seite die Transformation 
(17.) an, 80 folgt, dass 

Il(a — a')U(ii—ß') '-«V—«, «f,^"+7— 1, «+/'-f7'— 1 



77(n+M— l)/y(l— «' — fi') ^. /!—«', l — « , ß 

-n, [—,i^ß"-Y, \-ß-ß"-y') 



^\-a 



eine periodische Function sein müsste. Also müsate sie, da sie für 7i = — a Null wird, auch für ?i == 
— a + m Null werden, wenn ;;j eine beliebige ganze Zahl ist, was offenbar im Allgemeiueu nicht statt hat. 
Für n= — a wird nämlich IHri + a — 1) unendlich gross und es wird 



•) Ich bemerke, dass hier im Allgemeinen die stetige Fortsetzung der Function F als Function der complexen 
Veränderlichen n a a' ß ß' ß" y y da verstanden ist, wo etwa die Reihen keinen Sinn haben, ihre Darstellung in sol- 
chen Fällen habe ich in Öchlömilch's Zeitschrift geliefert. 

*) Hier ist die Gaussische Bezeichnung der hypergeometrischen Reihe angewendet. 



••1 



Jfi-«. — /•(2— «'— /J— /J"— 7, ^—af—ß—ßf'—Y', i—a'—ß, 1) 

mi—a'—ß)n(—a—ß') 

"" n{—Y—ß"—\)n{—r'—ß"—i)' 

ist aUo im Allgemeinen von verschieden. Die im Zfthler stehende Function aber kann gleich 

ni\—a—ß)n(i—a—ß'): B{\—a—ß'—ß"-^ f^ f* dsda sY+^'-^ dlf+ß^'-^ {\—saf+*-^ 

n{y-\-ß"—i) n{r'+ß"—i)nii—a^ß—ß"-r) ' i i {i—s)*+ß+ß"+y- » (i— ö)«+/»'+^+y-i 

geaetet werden, and ist nach den Regeln der Integnlrechnnng Ar n >» — a endlich. Für it *» — a+ 1 
aber erhftlt der Anadmck den Werth Eint, ist also von verschieden. — In dem Ansdmek 



kann man einige Modifieationen anbringen. Bei dem im folgenden Artikel behandelten FaUe, in welchem 
die Coefficienten der Recursionsformei dem Grade nach ansteigen, soll 

(19.) a,=^Knin + v—l)i *'»+»' 



(»-) 



gesetzt, also in das frühere On der Factor lif*''\n{n+X — 1) eingerechnet werden. 

IV. 

Um einsnaehen, dass die Oleichung (10.) alB RecargionBformel angeaehen werden kann, braneht 
man nnr zu beachten , daaa 



dx' 



P 



«1 ß> r, 

«', ß', r, * 
(0), m, (0), 



P 



a— », /J + n, r— »> 

a'—fij ß'+fiy t—rij 

(0), 0-+n), (0), 



ist, und diesen Ansdmek, den wir mit P» besdclinen, in (10.) einznffthren. Dadurch erhilt rie die Gestalt: 

(80.) x\\—xYP^+\h—a—af + ln —{ß-\-ß'+iß^'+^n + l)x\x{\—x)P^ 
j(a— n + 2)(«'-n + 2)(l-x) + (7-n + 2)(7'-n + 2).x j 

"^ j + x(l -x)[3(/3"+ n + 1)0 + ^'+ 2» + 3) + (^-^"+1)09'-|9"+1)] r •+• 

■\-\p- -l-»i-ij| +[(^«^„)(^^.ß,^2n+l) + 2(^+n+l)(^+n+l)]x r'*- 

+ (/J+n)(/}'+tt)(^"+n)(^'+n+l)A = 0. 

Diese wollen wir auf die Form bringen: 
2<K x»(l— x)«ft+4 

— )2(n+i'+3)(2x— 1) +l+a+a'+2y +(|S+|9'+2/}"— 4»»— 5)x}x(l— x)/»»+a 

I (n+»»+3)(n+v+2)(l— 6x+6x») » 

. I — (n+»+2)[l+o+a'+2v(l— 6x+6x») + 2i(/}+|}'-|-2/9"— «— o*— 6) + ZxHJ>—ß—ß'—'i^')'\ 
|+(ö+i>)(o'+y)(l— x) + (y+v)(7'+v).x r*+* 

y-\-x{x—i)[%{ß"—v—\)(ß+ß'—iv-\)-\-{ß—ß"+\)[ß'-ß>'+\) I 

(n+»'+3)(n+i»+2)(n+y+l) 
+ (n+»'+2)(n+r+l) [6i>(l— 2x) + ^-\-a+af—ß—ß^—lßf' + 8x(^+|J'+2^'— 5)] 

/O»"— »')[«+o'-^-#'+4»'+2 + x(3^+3/J'+2/?"-8»'-7)] 4.(7+ß")(r'+l»": 
+ (n+i»+l)j—(ß+t»Xa'+»)— (/}—»— 2)(^—v— 2) 

'+ x[(^"— I»— 2)(ß+|J'— 21»— 3) -I- 209— t;— 1)09'— V— 1)] 

+ (ij.._,Ar^+^'0(r'+n-(«+»'-i)(«'+»^i)-(«-»'- 1)0^-«- Ol 

a+a:[OJ"-»'— 1)09+^-21»- l) + 20J-i»)0J'-v)] J 

I(n+»»+3)(n+r+2)(n+»'+l)(n+»') + («+»'+2)(ii+»»+l)(n+«')09+^+2^"— 5— 2») 
+(i»+i;+l)(n+i»)[0^-2)(^— 2) + <9"(2^+2<9'+ß"-5)— 3i»0+(9'+2^'+l)-M ._ . 

+ (n+i')(/J"— r)[0+|9'— 1)(^"— 1) + 2^^' — i>(3/J+3^ • *"*" "^ ' ' "" '^' " ' 



+ < 



A+, 



^ + 0— 1')0'— 1')0"— i'X^'- »»+1) 



+2/9"— 3) + 4»»«] 



0. 
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Nun setzen wir, wie im Art. III. Gl. (19.) schon bemerkt wurde, 

Pn = ^byn{)i + v—\) : Ä«+^ 

(V) 

in (20*-) ein, indem wir mittels der Formel fin{f/ — l) = n(ji) bewirken, dass n nur noch unter dem 
Zeichen FI vorkommt, so wird der Coefficient von /7(nH-r+3) gleich: 

x^{\ —xf + 2h(\—2x)x{\ — a-) + ä2(1 — 6.r+6.r*^) + 2h^{2x — \) + hK 

Dieser Coefficient wird für h = — x Null, und es annullirt sich dadurch auch zugleich der Coef- 
ficient von 77(w-f-2^+2) von selbst, so dass wir die Gleichung erhalten: 

(21.) 
^^ ^v \ n{7i + r+\){a+i^)(a'+r) + x^ n(n-^-v—\){ß—r)Qr—v){ß''—v)(ß''—r+\) } _ 

2ä(— cy*+*'+'^ ' —xn(n+v)(ß''—i^)[{y+ß''—i)(y'+ß''—\) — aa'---ßß'+v(ß+ß'—a--a') +2v^ f 

(v) ^ * ^ 

Diesen Ausdruck kann man dadurch zu Null machen, dass man, nachdem die unendliche Summe 
nach 77-Functionen geordnet ist, den Coefticienten von n(n-\-v-\-\) gleich 2sull setzt, woraus sich für by > 
die Recursionsformel ergiebt: 

(22.) ö,+2(l^-r— 2)09'-r— 2)(/^''-2'-2)(/9"— r-l) + /;^(« + ,0 («' + '') 

— ^4.lfr— ^'— l)[2(r + l)-^ + (r+ [)(a + a^-ß-ß^) + acc' i-ßß' — (y-\-ß-—\)(j^ + ß^^- [)] = 0, 

oder für ( — lybyll^r — ß") die Recursionsformel: 

(22--) |(-l)^'+*\+2//(''-/^" + 2)| {r + 2-ß){v + 2^ß') +\(-\Ybyn(r-ß-)\(v + a){v+a^) 

— \(—^Y~^^^>+in(v—ß^'+i)\[aa'+ßß^-{r+ß'^—i)ir + ß^^- 

welche Gleichung im vorigen Artikel integrirt ist. 

Setzen wir nun zuerst die Lösung (18.) für h^ in den Ausdruck 

Pn = ^{br^n(n+v—{) : i—xY+'l 

M i 

so kann als kleinstes r die Grösse ß gewählt worden, weil dann bß_^, ^?— 2 verschwinden. Setzen wir 
weiter v = ß+Tn, so ergiebt sich als eine Lösung der Recursionsformel (20.): 

_ /— iy+^^^ IJ(n+m+ ß—[) ll {m-y- ß'') .a F{a' +ß+ß''+y—\^ —m, y+ß^'—m, s)d, 
\x) Jmä(fn) II(ß—ß'' + m) .r"»//(w) 4 ,v«+/^'+/^"+>" -^ (1— .v)«'+/^'-+-/^"+y-^ ' 

oder wenn wir für /' die hypergeometrische Reihe einsetzen, nachlier für m — // den Suramationsbuchstaben 
m' {m = m'-\-f/) einführen, und eine gebräuchliche Bezeichnung der Binomialcoefficienteu anwenden: 

P = Con8t f — y^" V r' njn+m + ii-l) ^. (-^^(1-«'-!^-/^' -/).« n{m~^-r-ß") ds 

/ nß+n^ 1 . {r+ß''-i),..o"+'"'+fl-^(i-f)'-"'-''-''''-'cis.^ 

V X ) ^»»'H -^ {-xT' .s<'+i^+ß"+r-^(^[-sy+ß-+ß'-+Y-\i-o)ß"+n n{-ß"-n) 

und nach der Ausführung dieser Summe endlich 
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/J+«-l A-a--ß--ß"-y (. _ 0\y+ß"-i 



-'(•-I)' 



dt da 



M«'+/»+^'+y->* 



Eine andere Lösung erhält man durch Vertauschung von ß mit ß*. Beide sind nicht hlos Lösungen 

dP 
der Differenzengleichung (20.), sondern auch der Differentialgleichung (10.), weil -^ «»= /V+i ist Unter 

dem Zeichen Const ist in obigen Gleichungen nicht immer ein- und dieselbe Grösse zu verstehen, ihre 
jedesmalige genaue Angabe unterbleibt als unwesentlich. 
Benutzen wir weiter (14.) und setzen also 

"" ~ niv—ß") •-«' V — « , a'+ß"+r—\, a'+ ß"+ T'— 1 ; 

CoBBt (— 1)" /•» /•' jy+<>"-i oy+/»"-i (1— jg)"-!-«'-» dsda 

"" n{v—ß") i 4 (i_s)«'+/»+/»"+y-i(i_ö)«'+/»'+/»"+y-i' 

Bo kann man v ^^ ß" als kleinstes v annehmen, weil dann bß.<_i, ba.,_^ Nnll sind. Dies in 

D _ V fc n(n-{-m+ß"-\) 

eingeaetet, liefert die Lösung 

" ~ ni—n—ß")'i 4 (1 _,)«'+/f+/f'+y-i (1 -a)'^+ß'±ß"+y'-^ [1 _x(l-«(j)f +" 

Eine neue Lösung erhält man, wenn man a mit a' vertauscht Auch diese sind sowohl Lösungen 

der Differential- als der Differenzengleichung, weil auch hier -^ »= /Vhi i^^t. Als Lösung der Differential- 
gleichung kann ein willkflrlicher in Bezug auf x eonstanter Factor, als Lösung der Differenzengleichung 
eine willkürliche in Bezug auf n periodische Function als Factor hinzugedacht werden. 



Im Artikel (V.) tritt bei Darstellung des Zweiges P^" und */^' eine aus Integralen gebildete De- 
terminante auf, welche auf einfachere Formen gebracht werden kann. Zur Herleitung dieser Formen würde 
ich etwas sehr weit ausholen müssen, wenn ich eine frühere von mir in Schlömilch's Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik XYI. pag. 433 hergeleitete Gleichung nicht benutzen wollte. Deshalb verweise ich auf 
die citirte Untersuchung, und entnehme daraus die Gleichung (dort 27) 

/««M F Z'«' «'' ""^ == i7(y^- y- 1) I7(a - af) Bja - af') nj-a-n) (n, V, h"\ 
^ ' '\n,b',b"J n(a+b"—\)ni—a'—b')ni—a^'—b') n{b'—n) *'\a,a','a"J 

n{V— b"— l)n(a— a') n{a — a") n{—a—n) (n, b», b"\ 
"*" n(a+b'—i)n{—a'—b")ni—a''—b") n(b"—n) *"\a, af, af')' 
Ans ihr erg^ebt sich ohne weitere«: 

f28^ F. /'*""» <*' ^ ^ — 

\ ) 'l-«\^_„^ a+ß"-\-r-\, a+ß"+r'-l) 

n(n + a—l) /a+ß"+y—l, o+^+y-l, -n\ 

^«y n(n+a+ß"+r- 1) «+'»"+»^» \ l-a , ß , ß' ) 

4. c g(« + g— 1) „ (a+ß"+r'-i, a+ß"+r—i, —n\ 

^ *'«y j[7(n+a+^'+r-i) ^«+i»"+y'-» l, l-a , ß , ß' )' 
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worin zur Abkürzung 



n(f — y—\) n(l — a — ß) /7(1 — a— ^0 



= C. 



ff(i5"+7—l)/7(l—a—j3—/9" — y)/7(l—a — i3' — /?" — /) ^«^ 

geaetzt ist, und der liieraus durch Vertauschung von y und y' hervorgehende Ausdruck mit C^w. Eben- 
falls durch reine Buchstabenvertauschung mögen hieraus noch die Grössen Cf^yy (J^/y/ gebildet werden. 
Weiter sollen in dieser Nebenuntersuchung noch die Abkürzungen gebraucht werden: 

+ Y—l,a+ß"+f—\J a> \~a'\—n,a'+ß"+y—l,a'-\-ß"+Y' 

ß , ß' ) >''"' 

(a-\-ß"+y'—\ , a+ß" + y—\ , — «^ 

Die Gleichung: 



F /l— «> 



„ /«+(i"+7— 1, a+ß"+y'—\, 






= F , 



ön-l-2 



n-f-l w 



n 



n 






+ «n+l 



n+2 

^ a. ) * et 



n 



fi-f2 



+ a„ 



n4-1 n4-2 



= 



ist offenbar erfüllt, wenn a« = F^^ oder a« = /'^y' gesetzt wird. Vergleicht mau diese Gleichung mit der 
Recursionsformel (12.), die für dieselben On erfüllt ist, so folgt, dass sich die drei Determinanten wie 



(n+2—ß)(n+2—ß') : (y+ß''—i){f+ß''—\) — aa'—ßß'+n+l(ß+ir—a — a') — 2{n+\y : 7i+a.7i+(f 

verhalten. Bezeichnet man den Coefficienten von On+z mit />„, so ist der von a„ mit />n-fi zu bezeichnen 
und man hat 

Dn-\-i n + a 71 + a^ 



woraus sich 



Dn = 



Bn 71 + 2 — ß 7l+2~ß'' 

K{ri) n(7i + a—\) 77(n + a'— l ) 



7/(72+1— i?) n{7i+\—ß') 
ergiebt, wenn f^{n) eine periodische Function von 7i ist. Mithin ist 

D„n{n+\-ß)n(:7i+\-ß^) __ 

n{fi+a—l) Il{7i+a'— l) ^ ^ 

eine Function von n, die ungeändert bleiben musa, wenn n um eine beliebige ganze Zahl abgeändert wird. 

Beachtet man nun, dass lim F^ „ ^= Uni F,,* w = 1 ist, lim -p^ — ; — ^ ~ == 1 ist, wenn 7i in 

n»or ^'"^ n^<r> ^' ',^^^n{H + q) 7lP 

positiver Richtung über alle Grenzen wäclist, so findet man unter der Voraussetzung, dass der reelle Thei' 
von y' kleiner als der von y ist, nach Multiplication mit /7(n+a+/?"+y' — l) : n(n+a — 1), dass 

lim F'^.n{7i + a+ß^' + f—[) : II(7i + a — \) = C^y. 

sei, woraus unter derselben V'oraussetzung folgt, dass 

Um /'^../7(/i+«'+^"+y'— 1) : n{7i+a'—\) == C„y. 

W = 00 

sei. Setzt man nun in Gemässheit des Satzes, dass zwischen je drei Functionen, die einer Recursionsformel 
zweiter Ordnung Genüge leisten, eine lineare homogene Relation mit periodischen Coefficienten statthaben 
muss, die Gleichung an: 

(24-) F„, = Ay («) ^(^^^^^.^yLi) + ^r W n(n+a+ß"+y'-i) ' 

worin Ä^y(«) und Äy/(w) periodische Functionen von n sind, so können wir den Werth von Ay/(w) finden, 
wenn wir unter m eine positive Zahl verstehen, und unter der Voraussetzung, dass der reelle Theil von y 
grösser als der von y' sei, den Grenzwerth bilden 
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^"^ ^«' n(m+n+a^~i) 



Cfgy. 



miMOD 
Beachten wir, dus lim Fy^ ,|.^ — lim Fy^ ,j.|^ = 1 , 

JW ■■ CD IH ^ OD 

,. n(m+n+a— 1) nim+n+a'+ß''+Y'—i) 
m - « I7(«+n+a'-l) I7(m+n+a+^"+r- 1) V-<»^(«« 

lim Ä'y(n+m) = ^Un), Um i'y/(n+»«) = ^/"(w) 



i7(m 



+n+c— 1) fl(«+n+a^+jy^+y— 1) 



»^00 



<B 



BO ergiebt aich, wenn die Gleichung (24*.) mit n{m+n+a'+ß''+r'—i) : n(m+n+a'—\) multipUcirt 
wird, und dann mit der ganzen Zahl m znr Grenze oo flbergegangen wird, das Resultat 

ATy (n) = Cfg^y . 

Da man aber auf der linken Seite der Gleichung (24a.) y und 7^ yertauBchen kann, so muBS man 
es auch auf der rechten können, und so folgt denn 

iry(«) - 

und hieraus die Gleichung: 



C^y 



(24.) 



/7(n+a-l)Fy,„ 



nin+a-l)Fy.^^ 



'«'y n{n+a+ß"+r—i) "*" ^'''y"n{n+a+ß"+r'—'^) ' 



Setzt man in die Determinante Dn ftr die F^ , ^a, ^a' 9 ^a ^^^ Werthe aus den Gleichungen 
(23.) und (24.) ein, und wendet den Determinantenproductsatz an, so folgt 



•+1 « 



^ay j ^ay' 


• 


^a'yf ^ay 





J7(n+«)/'y.,4.i / y(n+a-l)/'y, 



Also ist 



J7(n4-a+|J"+r) 
fl(n+o+i}"+r') 



^ay y ^Dty' 



Z7(n+«+/9"+y— 1) 



I7(n+a— 1 ) g(n+ 1 — ff) J7(n+1— y) 
i7(«+o'— l)Z7(n+a+ff"+7)I7(«+a+ff"+r'— Ol Ctf-y, <vy 



Z7(n+a+iS"+7'— 1) 



(n+ß)/'y,n+i, (n+a+ff"+r)/'y, 
(n+a)/'y>^>,4.l 



Schreibt man nnn darin m+n statt m, so bleibt die linke Seite nngeftndert, wenn m eine ganze Zahl 
ist, und geht man dann mit m snr Grense oc Aber, so nXhert sich der ans 17-Fnnetionen bestehende Faetor 
der 1 als Qrenze. Die letzte Determinante aber untersuchen wir, indem wir 



fy, iH-m+1 



1 



K, 



1 Vy 

^^ n+»i+a+/J"+7'+l ^ w* 



^y, n+m — 1 + ^ 



1 , ^r 



/•„. 



ö'y. 



y, n+m+1 — 1+^ „^.«,4.a+^/4.y/+i + ,»J 



setzen, worin A^ 



(a+|S+ff"+7— l)(a+j}'+/J"+7— l)(ff"+y) . 



mit /' hieraus hervorgeht, und Uy, Vy, Uy U'y tta wachsende m endlich bleiben. 
Dadurch erhalten wir die Gleichung: 



ist, Ay, durch Vertansehnng von / 
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worin U mit wachsendem m gegen eine endliche Grenze convergirt Der Grenz werth der Determinante \\ 
also y' — 7 nnd wir erhalten demnach 



K{n) = (y'-y) 



^a'y y ^a'y 



1 



Uir'—y) n(r—f—\) m l —a—ß ) m l —a—ß') m l —a'—ß) mi—a'—ß') 

1 



n{i—a—ß—ß''—Y) n{\—a—ß'—ß''—y) ' n{\—a—ß—ß''—Y) n{i—a—ß'—ß"—y') 

1 1 _ 

n{\—a'—ß—ß^'—yyn(\—a'—ß—ß''—y) ' n{\—a'—ß—ß''—f) 77(1 ^a'—ß^—ß'^'—f) 

_ n{\—a---ß)n(\—a—ß^)n{i—a'—ß^)n(^ 

" /7(> + y_T) //(^'' + yV_ 1) 



X 



8in(a+^i^'M-7)^T^8in(«'+j^+i9'H-70-^ — 8iii(«+ 

jr sin (7 — 7') jr 
and endlich 

(Bei dieser Herleitung ist die Relation « + (('+/:^+^'+7+7' + 2/:^" = 3 mehrfach gebraucht.) 
Hieraus ergiebt sich nun die Gleichuug 

(26.) 

i 4 (i_s)a+/?+>'+)'-i(i_ö)«+,?'+/?"+y'-i ' i 4 {\.sY+t>+ß"+Y-^{{—oY+i^'+i^"+r-\' 

4 4 (i_j)«'+>+/»"+y-i(i_ö)«'+/?'+/<''+y'-i' 4 4 (i_,,)«'-f,'?+/^'+>— i(i_,j)«'+<?'+>'+>''-i 

if (ß"+r—^) li^ {ß"+y'— 1 ) /?( t —a—ii—^"— y) n{\—a—{i'—'ti"—y')Il{\—a'—ii'—ii"—Y) 
■^ n{\ — a — ß) Z7(l —a—ß') 77(1 — a'— |ä)i7(r— «' — fi') : n{\—a'—ii—ß"—/) 

_ 77(n+a — l)27(w + a'— 1) /7Ci" + 7— 1)/7(,^" f 7'— l)..T8in(«' — «)jr 
~ ili)i+\—ß)n{n+\—ii') sm(«+/:;+(3"+y)^T.8iii(«+,y'+,i"+}'')-'r ' 

Schreibt mau nun noch in den Integralausdrücken (l— ao)"+« = (1 — «0)"+"-'— (l— 40)"+"-^ 
nnd wendet bekannte Determinantensätze an, so erhält man noch die Gleicliuug 

(27.) 

f' /•'_ J^'"*"^"^ ö?"+y'--^ (1 —söY+''-^ ds do r' r' s^^"+y o(^"+y' (l —söf+''-^ dsdo I 

•/ i (i_^)«+/?+/^''+y-i (i_ö)«+i^'+/^''+r-i^' ^ i (1— ^)«+/^-f/^"+>'-i(i_o-)«+/^'+/'^"+>"— ^ 

_ /7(n+a— l)Z7(n+a' — 1) 7703"+7— 1)77(|^'^+7'— l).T.sin(«' - a)jT. 
~ n(7i+\—ß) n{n+i — ß') Bin a+ß+ß''+ Y)jt. sin {a+ß'+ß^'-hy') Jt 
Schreibt man hierin ^9" fttr w, so hat man die Constante, welche im folgenden Artikel gebraucht wir 



n+l f. 

F F 



V. 

Aus den bisherigen Untersuchungen geht nun hervor, dass 

a ß y 



P 



a' ß' Y ^ 
(0) (^") (0) 



•) 8in(ö+6)sin(a'-|-*') — 8iii(fl+^08in(ö'-f^) = ico8(a+*— a'— 6')— ic^s(«— ^' + ^'— ^) = äin(ö — a')8in(^'— 6). 
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jßi 



,//a'+(»+r'+y— 1, o+jJ+r+r'-l, ß— /J'+l, ^) 



ds 



s 



^-ßa-srli-^y-""-' 



+ 



^ __gl_ y ' y ' ^'+y-> ci»'+/-t (i - 50)«+/»"-^ ds da 



+ 






(1-«/ 



(1 _,)«'+/»+^'+y-i (1 _ fl)«'+/»'+/J"+y-i A _ ^~f' 



zu setzen ist, und mithin ist 



(28.) P 



a ß r 

ce' ß' f X 

(«") (ß") (y") 



= x«"(i-x)y"P 



fa—a" a"+ß +7" y — r" 

«'— a" a"+ß'+r" Y—r" 

i (0) (a"+r+y'0 (0) 



X 



b(\— ^" j//a+a"+ß+r+r'+y"-l, a'+«"+i9+r+/+7"— 1, ^-»^'+1, ^) d« 



a;/» 



/ 



,»-«"-/»-y" (i_ *.)«"+/»"+/" A—i-j 



«\t— «"—/»"— y 



+ 






+ 



,«"+y?"+y-i ^"+/y'+y'-i (1 _,ö)«+/»"+y"-t ds da 






+ 






^«"+r -hy-i c«^-+/y--hy^-i (1 —scf^ß^'^r-^ ds da 



Es ist eyident, daas die Coefficienten von ^, B"^ B'\ B"' in der Gleichung (28.) den Zweigen /^, 
i>^y />^'^ *jP^'y wie sie dnrch die Eigenschaften (3.) definirt wurden, proportional sind. Um Bämmtliche 
Zweige von P durch ähnliche bestimmte Integrale auBzudrflcken, bedarf es nur der Gleichungen 



f 



(2«.) P 



ia ß y \ 

\af ßf Y X 

k«") OJ'O (r") ' 
VO (y'O (^0 ' 



p 



p 



iß « r 

10") (o") (/") 

r a /J 

Y ^ ßf 1— - 

(n (o (n "" 



1 



p 



-p 



ly ß a 

■f ß' af l—x 

l(r") OJ'O («'0 

f |J y a 

ß' Y a' 

iß") (/O («'O 



1 
1— « 



denn Richtigkeit «ob den Eigenschaften der GHeichungen (1.) bis (5.) nnmittelbu- erhellt Bei Zosammen- 
stellnng der Darstellongen der einselnen Zwmge bestimmen vir die Constanten so, dass 
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lim /^a--« = Um /^'.r"«' = lim P^"x-''" = lim P^id^ = Um /""'y = Um I^'x^' = 1, 



Um /'>'(1— .r)->' = Um py\\—.r)-y' = Um /»"'(l— .r)-^" = Um ^*^^ j-"" = Um S^x(l— .t)-> 
a-=l a;=l a:=l .i — "•'■ a=l"(.' — •*^) 



d*pt^" *, . .. dP«" .. dpy" ,. ._.„, .. dPi^" 



J 



'H 






= lim :^_^.^<«"= 1, Um ^.r-«" = Um -ill— (l-.r)-)"' = Um -^.c" = 

.r .?• 

ist Dann ist 

(30.) 1^ = 

_ a« ( 1 — .r)-''-/^" /7 (« - «'0 

"" /7(« +^" + f'— 1 ) n{—a''— ,r~ 7") ^ 

^^^Ya + «''+/^+r+/'+7"— 1, «^-«''^-/^ + .r + 7'+7"— 1, ^'— «'+1, -^^:^ds 

/ - _____ • 

Es ergeben sich hieraus duiTh VertauKchung von ß mit f<', oder y mit /', oder ,:? mit (i' und 7 
mit "f noch drei Paare von IJarsteüungen von P". Ferner ist 

(31.) P^ = 



,r 






/7(«" + /^ + 7"— 1 ) //(— «"— ^"- 7") 

^ /Yß+ß"+^.|-^r-}-7+7"— 1, /^+^^"+;^+.:^''+7M 7"— 1, ^^— ^^'+1, fzr;.)^^' 
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Es ergeben sich hieraus durch Vertausdinng von cc mit a% oder 7 mit 7', oder a mit «' und 7 
mit 7' noch drei Paare von Darst(3llungen des Zwei^^cs /* . Weiter ist 



/ 






(1— .r)>^ .r-/^"--y n{r—Y') 

~ //(a"+/r+y— 1)//(— r^"— ^"— y'O ^ 

Es ergeben sich hieraus durch Vertauschung von a mit a\ oder ^ mit ^i/'', oder « mit «' und /3 n 
j^' noch drei Paare neuer Darstellungen des Zweiges P^. 

Die Daretellungen der Zweige P^\ P\ P^* brauchen nicht besonders hingeschrieben zu werde 
denn sie ergeben sich bez. durch Vertauschung von a mit «', ^ mit /^', 7 mit 7'. 
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Um die Dturstellnng der Zweige /*"", ^P"", . . . *P^" zu vereinfachen, wollen wir im Folgenden 



(^OO.) / # ■ — ■ ^ / ^ \ /»« 



+^'+y« 






setzen. Wenn der Index a in J (oder ff) dnrch a' ersetzt wird, so soll a mit a\ a* mit a im Integrale 
vertauscht werden, während a** nngeändert bleibt Dasselbe gilt von ^ und 7. Wenn aber ce mit ^ und 
7 vertauscht wird, so findet dies ftlr a, a', c^* zugleich statt Dann sind abgesehen von einer Einheits- 
wurzel die Coefficienten von B** bez. B*** in (28.) gleich: 

Ferner soll noch zur weiteren Abkfirznng 

d 



(84.) 



r -^/»..-«(rb) = («"+'*"+'"') ^/»...«(i^) 



1— a; 



gesetzt, und in J und /^ das Argument, also — — , fortgelassen werden, wenn es Null ist Dann ist offen- 
bar der Ausdruck 



er" + ß" + 7" 






fty»« 



ßfY*^' 






^i?,y,«" •^Ay,«' 



und ebenso der Ausdruck 






',«,y'W' 



/».«.y 



A«,y' 



ß,ci,Y' ß,(i,Y 

t 



der Function *P^' , wie dieselbe am Anfange dieses Artikels definirt wnrde, gleich. Der Nenner dieser 
Ausdrucke unterscheidet sich nur unwesentlich von der Determinante, deren Werth unter (27.) berechnet 
wurde, und man findet somit: 

.«- X nia"+ß"+Y—l)n(a"+ß"+Y'—l)nia"+ß+r"—l)n{a"+^+y"—i) ^^.. 
^ ' t&a{a+a"+ß+ß"+r+7")x Bin(a+a"+ß'+ß"+r'+r")x 



xf"(l—x)y"n{a" — a-i- 1) IljcC—a' + l) 
{a"+ß"+Y")x an(Y—f)^ 



_ a^' (1 — x)-^'-ß" n{a" —a' + l) 
{af'+ß"+y")x im{ß—ß')x 



*'«./».y^*^' ^«.ß.Y 



Ans der ersten dieser Darstellungen ergeben sich noch drei neue, wenn man darin a mit af, oder 
ß mit ^, oder a mit af und ß mit ß' rertanscht Aus der zweiten ergdwn sieb drei neae, wenn man d«rin 
a mit a', oder / mit /', oder a mit o' und / mit /' vertauscht Weiter ist: 
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f^R \ n(a"+ß"+r—l) nia"+ii"+Y'—l) n{a+ß"+Y"—l) nia'+ß"+Y"—l) ^^. 
^ ' im{a-\-a"+ii+ß"-\-y+y")jt&m{u'-\-a"+ß+ß"+y'+r")jt 



(i/ (^ ~ i)^ '^('^"-'^+1) n{ß"-ß'+ 1) 

(«"T/^" + 7'')^ sin (y — y') jt 



/*,o,yVa;/' ß,a,y 



(«"+^^"+7")^ 8iii(ß — «0^^ 



*^^,«,/la-j' ^ß>^.r 



J 



J 



1 



J 



?yyy^ 



^/'«'Vi— .rr 



y 



/^, y> «' 



*r»>^' 



Aus der ersten diesei* Darstellungen für *P^ ergeben sich drei neue, wenn man darin ^ mit ;> 



oder a mit «', oder ^ mit ^' und « mit a' vertauscht. Aus der zweiten ergeben sich drei neue, 
man darin ^ mit ^\ oder / mit /', oder \^ mit ^V und 7 mit 7' vertauscht. Ferner ist: 

. /I(ft^^+|9+7^^-l) /7(«-^+|:^^+7^^— 1) /7(rr+i9^^ 4-7^^-1) / /(«^+/^^^ + 7' — !) ♦ p-/" 

^ ^^ 8in(a+«"+/i/+^"+74-7")^T^ sin(«+a"+^+i^"+7+7"):7r 



em, 



X« (1— .r)y 77(7"— 7+l)/7(7''— 7' + l) 
(«"+i:^"+7")^ 8in(/i — i90:T 



( 



y, a, fi'"" ' ' >'. «, /^' 



^~ ^T (^r^^^' ~^'"*"^^ /^(7"-7'+i) 



(«"+/^"+7")^ siu(a — «0^ 



/ 



W^,«r .rj' 



7 



y, ^^5 « 



,/ 



}'. /^ «'^ 



1-1 



J 



y, A «' 



l 



Aus der ersten dieser Gleichungen ergeben sich noch drei neue Darstellungen für *P^ , ti 
man darin 7 mit 7', oder a mit «', oder 7 mit 7' und a mit «' vertauscht, aus der zweiten ergeben s-i 
drei neue Darstellungen, wenn man ß mit ß* oder 7 mit 7' oder ß mit j9' und 7 mit 7' vertauscht. 

In jP"' sollte der Coefficient von .r"""^^ Null sein, und der von x^' gleich Eins. Durch dies 
Bestimmungen erhält man: 

x''\l — x)y'' 



7>« = 



a"+i5"+7" 



^fß»y ^ «w^O' '»-•// a,ß,y' 






und demnach ergeben sich mit Hilfe von (27.) die Darstellungen: 



,oc X gK+r+7— 1) n{a'^+ß^'+r — l) ( n{a^'+ß+r-l) 77(a''+/i'+/' — 1) ,. 
^ ^^ sin(a+«''+^+/?''+7+7'0^ 8in(«+«''+i^'+/^''+7'+7'')^ 



.t" (1— a:)>^ 77(«^^— « + !) 77(«^^— cc^+l) 

Jt sin (7' — 7).T 



7" 



■'a, i*^, y ^'^^ ' ä"+ ,/'' + y'' 'a. ß, y^ "a,ß,Y 



fit 






^a, ß, 7'(^) ' «" +^^' + 7" ^«, /?, y + ^«, /?, r 



/ 



o: 



-r 



/ 



+ ^. 



y 



a,7,/^Vr— 1/' a*'+ß"+y" fx.y^ß ' "a,7,/? 



y 



+ //. 



«.7,/?'Vt — 1/' «"+^" + 7" a,y,/?' ' «,7,/?* 



woraus durch Buchstabenvertauschung noch drei Paare neuer Darstellungen von P^ erhalten werden. Wei- 
ter ist 



19 



,«^ X n(af'+ß"+r—i) nia"+ß"+r'—i) n{a+ß"+r"—i) n{a'+ß"+7"—i) ^. 

^ -^ »a(a+af'+ß+ß"+r+r")xain{af+a"+ß+ß"+r'+7"')^ 

"^ß, «. y \x) ' af'+ß"+Y" '^ß, «,/"*" ^ß, «, 



W'*"(l-^)'^'/Z(/i"-0+l) Hiß"-ß'+l) 

xäniy' — y)x 

x(iiii(a'—'a)x 



*V.«.y'W' o"+iS"+7" /»,«,y"^ A«,y' 

/ 1 \ —a" 

"'Ay.« l,i=^j' af'+ß"+y"^ß,y,f ■•■ ^Ay, 

/ 1 \ — o" 

■'a y. 'A^xj ' c^'+ß"+ y" ^ß, y, «' "^ ^A y. 



woraus dnreh BnchatebenTertsnschniigen noch drei Paare Darstellnngen von T^' erzielt werden. Endlich ist 

.^ . n(a+ß"+r"—i) n{a'+ß"+r"—i) n{a"+ß+r"—i) nia"+ß'+r"—i) py- 

^ ' fun(a+a"+ß+ß"+r+7")x nn{a'+a"+ß'+ß"+Y+7")x 

(1 -x)y"a ^'nir'-r+i) J(/^-y^+i) , (,_.^ — «" j +« 

-' — -'xüu{J-a)x ' y-A«^^ ""f' a"+r+y">.A«+^,A« 

a" 

•^y.Aa'^l—'^)' a"+ß"+Y"-^Y,ß,a- + ^y,A «' 



VL 

Ein partikaläreB Integral einer linearen Differentialgleichung von der Form 

soll ein partiknläreB Integral im Punkte a, und a der Exponent derselben heisaen. Oder, wenn das 
Integral eine sohon bekannte Fanction ist; so soll jene anfeteigende Reihe ein Zweig dieser Function mit 
dem Exponenten- a genannt werden. Ein solcher Zweig hat die Eigenschaft, dass er im Punkte a entweder 
einAndrig ist, oder dass er, wenn x völlig um den Punkt a herum geführt wird, einen constanten Factor 
gewinnt, je nachdem der Exponent des Zweiges eine giinze Zahl ist, oder nicht Es sind demnach die 
bestimmten Integrale des vorigen Artikels Darstellungen der partikulären Integrale der Differentialgleichung 
(10.) oder der Zweige der Function P in den Puncten 0, 1, oc. 

Diese bestimmten Integrale sind fllr die Auswerthung der Zweige nur dann von Nutzen, wenn Ar 
die Grenaen derselben, und 1, die unter dem Integralzeichen stehende Function nicht in der ersten oder 
einer höheren Ordnung unendlich wird. Bei den Doppelintegralen kann der Factor (l — sö)^ bis zur zweiten 
Ordnung (exdusive) unbeschadet der Brauchbarkeit unendlich werden. Fflr die Untersuchung der Eigen- 
schaften der Zweige ist es jedoch wichtig zu zeigen, dass eine solche Modification des Integratipusweges 
möglich ist, dass die bestimmten Integrale im Allgemeinen (mit Ausnahme einzelner singuUrer Fälle) zur 
Darstellung der Zweige der Function P dienen können. 

Betrachten wir ein Integral von der Form (80.) 



/ 



so hat dasselbe nach der gewöhnlichen Definition keinen Sinn, wenn der reelle Theil von X = — l ist. 

Setzen wir aber fVäi^^J^Väs + f Vds. so hat in dem zweiten Gliede dieser Summe der Werth 

^ "j 

3» 
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von ?. auf die Giltigkoit des Integrals keinen EinfliLss, während für das erste Glied die Werthe von //, J% ( 
0, r ohne Einfluss auf die Giltigkeit des Integrales sind. 

Zieht*) raau nun in einer die complexeu Zahlen s darstellenden Ebene von bis 1 eine Linie '. 
und nennt die Seite von //, auf der die Zaiilen mit positiv imaginärem Theil liegen, ihr positives Ufer, di 
andere ihr negatives, so ist dar< über eine Schlinge, die vom Punkte .^ auf dem negativen Ufer von q au-i 
geht, und im Punkte -\ auf dem positiven Ufer von q endigt, und den Punkt im Innern enthält (z. B 
über einen Kreis mit dem (/entrum 0, wenn der absolute Betrag von ,r < 2 ist) erstreckte Integral ^/ ^/I 

dividirt durch 1 — e^'^^ gleich dem Integral y ■ ^^^.v, so lange letzteres einen Sinn hat. Das über di» 



Schlinge genommene durch 1 — ^--^'^ dividirte Integral hat aber auch noch weiter einen Sinn, ausgenonimezi 
für einzelne, nämlich negative ganzzahlige Werthe von /. Üa es eine im Allgemeinen stetige Function der 
complcxen V<*ränderlichen / ist, ebenso wie das partikuläre integral dtu* DiÜ'erentialgleichung (10.) im Punkl«' 

Null, welches durch J W{s) da tiieilweise dargestellt wird, so niuss nach einem bekannten Satze aus dt-r 
Theorie der complexeu Functionen der Ausdruck 



in welchem das erste Integral über die um den Punkt gezogene Schlinge zu nehmen ist, jenes partikuläre 
Integral in seiner ganzen Ausdehnung (d. h. für alle nicht ganzzahligen negativen Werthe von X) so laugte 
darstellen, als das zweite Glied der Summe einen Sinn hat. 

Das zweite Glied dieser Summe lässt aber eine ganz gleiche Behandlung zu. Man hat die Schlinge 
vom Punkte !, auf dem positiven Ufer nach d(jm Punkte ], auf dem negativen Ufer von q so um den 

Punkt 1 herumzuziehen, dass dieselbe den Punkt 1 einmal, also den Punkt nicht enthält.**) Dann ist 



•1 



das über diese Schlinge genommene Integral J H^ds dividirt durch 1 — e ^'^'^ gleicii dem Integrale ^ ^ds, 

i 

-^ 

SO lange letzteres einen Sinn hat, hat aber für alle complexeu oder reellen nicht ganzzahligcn negatives 

Werthe von // einen Sinn, uud tritt in der Darstellung eines Zweiges der Function P an Stelle von ^/ ^^d 

sobald letzteres seine Dienste versagt. Die zum Beweise dienende Schlussweise ist die vorige. " 

Mehr Schwierigkeiten setzt das Integral 

einer Giltigkeitsausdehnung entgegen, wenn in den Punkten und l die Function unter dem Integral 
zeichen so unendlich wird, dass eine Integration bis an die Grenzen nicht zulässig ist. Soll dies Doppel- 
integral in der Form eines einfachen geschrieben werden, so muss man die Function 

f\^' (1 — 6)f'' (1 — SOf ( 1 —XSOY ds = 0(.s') 


als eine bekannte Function ansehen. Man hat dann das Giltigkeitsgebiet des Integrals J s\i — sy^Sl{s)ds 



= f'\s^{l-'sYi?{s)ds +y*V- {l — sy il{s)d$ auszudehnen. Da für .v == i2(.s) endlich und einändrig 



ist, so erfordert, wenn der reelle Theil von ^^ — 1 ist, das erste Integral in der Summe keine andere 

'^P{s)ds angewandt wurde. Für .^ = 1 aber kann die Function i^{s) selbst 



unendlich werden und sich verzweigen. Man muss deshalb il = Ax{l — s)^^^^ -f- A^{\ — s)^-&2 -f . . . setzen, 
so dass (l - .s)''^« 6^1 , (l — i^y^'-ßi,.., die Zweige von i2 im Punkte Eins, und 6^i, ^o • • • dort einändrige 
Functionen von s sind. Dann aber lässt sich auf die einzelnen Integrale der rechten Seite der Gleichung 

•) Man vergleiche Schlömilch's Zeitschritt für Math, und Physik XIN . pag. 51. 

1 /'i 

") Liegt der Punkt ~- aut der Geraden q, so muss q als Integrationsweg im Integrale J ^ds abgeändert 

werden. ® 
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/V {i—sys2ds = AtfV (1— ^y+*« e, rf^ + -^2/ V {i—sY'^^^e2ds+ . . . 
1 i i 

die Methode der Schlinge am den Punkt Eine anwenden. 

Diese Andeutungen mögen genügen. Es kommt hier weniger auf eine praktische Ausdehnung des 
GiltigkeitsgebieteSy als auf eine theoretische an, damit wir überseugt sind, dass die mittels der Darstellung 
durch bestimmte Integrale eriielt«)n, und noch zu ersielenden Resultate nicht blos für beschränkte Werth- 
gebiete der Exponenten a^ ^^ . . .y" richtig sind, sondern sich allgemeiner Giltigkeit erfreuen. 

Zu demselben Zwecke, nämlich unter beschränkenden Bedingungen (Convergenz unendlicher Reihen, 
oder bestimmter Integrale etc.) gefundene Relationen über die« Gebiet hinaus als richtig zu erweisen, reicht 
meist der Satz aus, dass eine Function einer complexen Veränderlichen nur auf eine Weise stetig fort- 
genetst werden kOnne. 

Die hier gegebenen Integrale lassen sich durch Substitution und durch Transformation der Gauss'- 
acben Reihe in ähnliche Integrale, sei es mit denselben Grenzen, sei es mit veränderten Grenzen auf ausser- 
ordentlich mannigfiiitige Weise vermehren, woraus sich ein grosser Reichthum von Darstellungsformen der 
Function P ergiebt, auf dessen Entfaltung jedoch hier nicht eingegangen werden kann. 

VII. 

Das Gebiet der Giltigkeit der Integralansdrttcke (30.) bis (40.), welche die Zweige von P darstellen, 
soweit dasselbe die Veränderliche x betrifft, ist unbegrenzt Nur in den Punkten Null, Unendlich, Eins 
kann davon eine Ausnahme stattfinden. Allein die praktische Anwendbarkeit dieser Integrale wird haupt- 
sächlich darin bestehen, dass sie leicht in Reihen, die nach Potenzen von x^ XiXy 1 — x, 1 : (1 — x\ 
(x — 1):^, x:{x — 1) fortschreiten, entwickeln lassen, welche Reihen nur ein beschränktes Oonvergenz- 
gebiet besitzen« Wir haben hier nur eine Tabelle für die Summen dieser Reihen, eben die bestimmten 
Integrale nicht ftlr die Reihen selbst aufgestellt, weil diese Reihen einen zu grossen Raum einnehmen wür- 
den, und weil aus den Integralen ihre Form hinlänglich erkennbar ist 

Um den Zusammenhang dieser Reihen, oder der Zweige von P unter einander darzustellen, wäre 
es noch nöthig, die Coefificienten der Gleichungen (7.) im Artikel IL auszurechnen, wobei über die in 
P^y f^\ . . . P^*' willkürlichen constanten Factoren eine Verfügung, etwa dieselbe als im Artikel V. pag. 16 
getroffen werden muss. Diese Coef&cienten drücken sich theils durch J7- Functionen, wie 

theils durch hypergeometrische Reihen dritter Ordnung mit dem Argument 1, wie 
_ <(«+/>")"' n(a—a") n{ß—ß"—l) r o , a' , 1— /*— 7"1 

^ t^f+ß-'yi'f n{a — a;')ji(ß — ß"—i ) mß"— ^'— d 

"" n{—W'—ß"—Y) n(—a"—ß"—/") ma+a"-\-ß-j-ß'+r — 2)^ 

r a , «^ , 2-u"-ß-ß'-r"-\ 

*Lß"+^'+<^'+r+r"— 1, a"+ß+ß"+7+7"—h l—a—a' — ß"—r"] 
»08, nnd werden durch Grencflbergftnge ans den bestimmten Integralen gefanden. Bei den hypergeometri- 
sclien Reihen dient die Kenntniss der entsprechenden Coefficienten dazu, Sitze über eontigne Functionen 
«bznl<'iten. Eine ähnliehe Herleitung ans den Coefficienten fUr die vorliegende Function P wird durch die 
gröRsere CompUdrtheit dieser Coefficienten erschwert 
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In Bezug auf die Herleitung von Relationen zwischen contiguen Functionen will ich nur noch eii 
kurze Bemerkung machen. Es liegen hierzu zwei Methoden nahe. Wenn man nämlich einen Z-weig ä* 
Riemann^schen Function 

« + 1^"— 1, ß-ir^+i, 7 + r— 1, 

a'+/r — 1, ^'— r+1, 7'+f^"— 1, "^ 
in den Punkten Null oder Eins nach der Lionville'schen Methode im Punkte (^" — l)-raal differenzirt, s 
erhält man die entsprechenden Zweige der Function 

( a ii 7 \ 

p «' ir r x\, 

(0) in (0) ) 

wie ich in den Göttinger Nachrichten gezeigt habe. Difl'erenzirt man nun eine der Gleichungen, die zwi- 
schen je drei contiguen Functionen, deren Exponenten sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, stattfindet, 
und die schon für den Fall, dass die Exponenten -Differenz nirgend mehr als zwei beträgt, sämmtlich von 
Gauss aufgestellt sind, so erhält man ebenso viele Relationen zwischen den contiguen der hier behandelteE 
Function P. Diese Relationen werden im Allgemeinen aus 5 Gliedern bestehen, und die Gleichung (20.), in 
der 71 = gesetzt werden kann, ist eine unter ihnen. Diese Gleichungen gelten nun zunächst nur für 
einzelne Zweige. Aber auch deren Fortsetzungen durch die andern Zweige müssen diese Gleichungen be- 
friedigen. Von denen müssen die, deren Exponenten sich nicht um eine ganze Zahl (um 1) unterscheiden, 
für sich diese Relation erfüllen, wodurch neue Gleichungen erhalten werden. 

Eine andere Methode ist die, dass man die, Zweige von P darstellenden, bestimmten Integrale 
dadurch umformt, dass man die unter dem Integralzeichen befindlichen hypergeometrischen Reihen durch 
ihre contiguen ersetzt, oder noch einfacher, dass man den Factor (1 — sr = (1 — s) — -^(1 — sY"' 
oder (1 — xs)^ = (1 — .r.y)^"~"^ — xs{l — xs)'^''^ setzt Hierdurch erhält man Gleichungen zwischen cud- 
tiguen Functionen mit nur drei Gliedern. Ob aber wirklich immer zwischen je 5 solchen Functionen eiu^ 1 
lineare homogene Gleichung stattfindet, wie ich bei Abfassung meines Aufsatzes in den Göttinger Xat!:- 
richten vermuthete, bleibt dahingestellt. Um diese Frage zu entscheiden, könnte man alle verschiedec 
Relationen, welche die hier angegebenen Methoden liefern, zusammenstellen, und diese durch Eliminat t 
vervollständigen und dann, wie Gauss bei der hypergeometrischen Reihe thut, untersuchen, ob man zu t \ 
möglichen Verbindungen von je 5 contiguen Functionen gelangt. Dies würde jedoch eine ziemlich umi- 
reiche Analyse erfordern. 



Errata. 

In (3.) Zeile 10 lies (l—x)""^, (1— a')~^', (1— x)~^" statt (l—a^, (l-o:/', {\ — xf\ 
In (16.) lies n{\—a — a'—a"'-h — h'—b") statt n{\ — a—a' — h'-h'—h"). 
In (17.) lies i7(— a' — ft) st. n{—a'~b"). 



Halle. Druck von E. Karras. 
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uä väl genoni sin betydelse pä skilda omräden inom de matematiska veten- 
skaperna som genom sin mera äskädliga regelbundenhet hafva de liniära diiTeren- 
tialeqvationerna ädragit sig analysternas synnerliga uppinärksamhet, och en rikhaltig 
literatur har inom en ganska kort tidrymd uppstätt pä detta omräde. Man har 
funnit, att det ojemförligt största antalet liniära differentialeqvationer endast kunnat 
integreras med tillhjelp af definita integraler eller oändliga serier. Pä detta satt 
hafva särskilda eqvationer blifvit integrerade af Laplace, Liouville, Euler, Petzval, 
Spitzer, Holmgren m. fl. Endast ett i^tal har man lyckats integrcra i sluten form 
utan tillhjelp af definita integraler — Boole's, RusselFs och Spitzers arbeten intaga 
i detta afseende ett framstäende ram. Man har användt operationskalkyl, man har 
deriverat den gifna eqvationen för att derigenom erhälla en annan lättare ictegrabel, 
och denna sista method har gifvit anledning tili utveckling af teorien für »differen- 
tialer med hvad index som helst». Man har oeksä sökt omedelbart uppställa formen 
pä de definita integraler, som skola satisfiera gifna differentialeqvationer. 

Det künde synas föga lämpligt für en sä ung matematiker som förfp.ttaren att 
tili föremäl för sina första forskningar välja ett omräde sädant som detta, inom 
hvilket sä mänga och sä frejdade matematici hafva arbetat. Dock hoppas jag, att 
mitt arbete ej varit alldeles utan frnkt. Ty dels tror jag, att man med den af mig 
valda synpnnkten bür kunna lättare üfverskäda heia omrädet, dels hoppas jag, att 
man i närvarandc arbete skall finna flera ej förr integrerade eqvationer. 

I denna afhandling har jag eftcr en mera allmän inledning uteslutande syssel- 
satt mig med eqvationer af andra ordningen med rationela algebraiska koeffi- 
eienter, och har jag vidare begränsat mitt omräde sä, att jag ej användt definita 
integraler. 

P/annenitiel : differentUleqr. 1 
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Knapp tillgäng tili mateniatisk literatur har g^jort arbetet svhrare och trolig'en 
blilVit orsakeu tili en niängd brister, för hvilka dock ej författarcn kan hafva iiägon 
skuld. Af de arbeten, soin rädlVä^ats, niil i främsta riimmet iiämnas S. Spitzers: 
»Studien über die Integration linearer Diflerentialgleichungen», och dernä8t Boole's 
afhandling )^0n a general niethod in analysis» Phil. Transact, 1<S44, samt Russell 's 
»On thc caleulus of Symbols etc.» Phil. Transact. 18(31. De resultat, jag erh&llit 
genoni operationskalkyl, ha dock alltid varit sadana, sora jag i)a annan väg kanske 
lättare f'att. Andra arbeten, deribland professor Holmgrens »DitJerentialkalkylen med 
hvad index som hclst» och )Jntogration de re<|uation ditlerentielle: 

(/'•. + ^h •'• + f-i '^'-) ^lyi + ( ^'i + ^^1 ^') j^. + f'oy = 0» 

hafva af den orsak, att de uiera uteslutande röra sig med definita integraler, varit 
tor mig af niindre direkt nytta vid författandet af denna afhandling. 



i 



I 

I 



Om man i en liniär differentialeqration : 

för y insätter xrt; ,och tager v tili beroende variabel, fär man en ny differential- 
eqvation: 

i hvilken eqvation <1>«, <l>»_i,.... äro fnnktioner af Fny Fn—i och e, Genom 

elimination af z kan man erhälla n — 1 eqvationer innehällande funktionerna och 
F, och man finner, att dessa eqvationers membra efter behörig redaktion ntgöras af 
samma relationer, det ena af fnnktionerna Fy det andra af (l>, att man t. ex. fär 

dx 0n ^\ 01 / n—l \ 01 ) dx Fn^\ Fn) n—\ \ Fn 1 

Enklast erhällas dessa eqvationer pä följande satt. Vi antaga F„ och <l>n = 1 

d^~^y 
och bortskaffa koeflficienterna för -, — ^ i bäda eqvationerna medelst snbstitntionerna: 

— - / Fn^xdx / 0n^ldx 

hvarigenom vi fä resp. 

^' ^ + ^ "-^ dl^^ + ^"-^ dj^ + ^ ^ 

dH. rf«-*/ /£»-V 



— 4 — 



Xu är eniellertid : 



si^ik'des 



och 



1) J 



F„-i)(lx 



z --^ ( 



- W 



1 r 



U '^ //'• 



- / Fu-xdr 



-- i 



och du mäste eqv;itioi]criia (4) ocli (0) snininanfalln, alltsu 



A,i -2 -- J n-2 j A,i_;j --- 1 „__;> O. S. V. 



Följaktli*;cii äro i'unktionerna A'„_2 , A',, _;j . . . sadana funktioiier al' /', , /'„_i..., 
att de förblitVa de samina, hvad an r är. Vi kiinna d«'i ta^a (Uvssa funkt ioner sasoni 
käiinetecken pä eqvationsklasser, hvilkas int(^^n'aler hatVa den geniensaninja formen : 



(). 



;/- X\(\ ^;, +a(/;, + Q i/., J 



da i//, 1//2 . . . äro de samma für alla eqvationer i klassen, men X varierar fran en 
erivation tili en annan. llar man lyckats iute^rera en viss eqvation (1), sa finuer 
man integralen tili en annan tili samma klass hörande eqvation (2) genom att luul- 
tiplicera den första ciivationens integral med 

1 



1 /" 

n J 



Har man en eqvation af andra ordningcn: 



8. 



dhf 



flu 



dx' ' (Ix ' ** -^ 



och bortskaffar man koefficienten tili första derivatan, fiir mau en e(jvation, 8om kau 
skrifvas sälunda: 



och A hlir da: 
9. 



dx' 



0J ^ dx 



y 
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Integralen tili (H) kan dii skrifvas: 



o 



Hvad an X mu varu^ iiir ^ i^lr^i d-eisammm oeh kan siledes tjena sisom 

Sjvtet» äiffereiiiiuirrvittniiK'i iH 

l-\ 9 — » ^ — f^Jf = 

4K-L i-ilk(»reu für sn eqvmjdDfn ^; mi kanna genom mnltiplikation med nigon 
{•a^^asde fiiiikt5(»i! I Ininra«: tili denna fomiy finner man litt p& satt som följer. 
Man ^kali Lafra: 






<K'h derjemte: 



s<äledeü: 






^=ir.-/5!<^» 



13. :^ = ^e 

bvilket rilkor ocksi kan skrifras sälnnda: 

Om detta rilkor är nppfyldt, «& bringas den gifna eqvationen tili formen (12) 
genom mnltiplikation med 

15- F=Ce J^^~^' 

Jag vill nn nndcrsöka, hvad ändring en eqvations ^ undergär, om man i 
eqvationen ombyter oberoende variabel. Lät för detta ttndam&l 

y = X (j) [ CV »*)-!- C,e -'"'*' ] 
vara integralen tili en viss differentialeqration. Man fär d& Ifttteligen 



-=(fe)-4(S)+*'^- 



Satter man nn: 



G — 



blir intes-ralen: 



och man fär: 



^■=fit), 



y = X[/(0] [Cr *(/'')) ^ c,r -»C/-(0)] , 



A< = 



9'<"(/(0)?__^_^/ 



Ly,'(^(0)J 



(// 



Ly/</(^))J 



+ 4 vp {.m ) • 



Men: 



Säledes: 



<f' im ) = y/ . /,•' , V," (/"(o ) = V." ■ u" )- + v/ ■/■" ■ 



<f'U{t)) v/-' V 



och: 



^-S>+^l5^"+6;'r-^« 






Ly/J 



/- 



2 ?/,/' 






''U 



-. + 4 </./ ■./'•- 



d. V. s. : 



16. 



/ A...L/V.OP + 






d 

dx 



r(t) 



Härutaf följer, att man har: 



17. 
och 
18. 



Ar - 



/r=t + k 



»v,2 /2 ;« 



A< = w' / 



-/ 



X = /'" »(- — 1 

A. + — ^- 



l 



I sammanliang härraed vill jag fraraställa resultatet af en annaii transforma 
tion i afseende pä A- Har jag en eqvation 



19. 



*. 2 + ■'•' t + -'' ." - « 



och deriverar jag deiina eqvation en gäng efter att förut hatVa dividerat dcnsani- 
ma med (^3, sä bibeliäller hon sitt ordningsnummer, oni man satter ^'^ -= z. Om ja 



dj 






betecknar funktionens A värde für den ursprunjrliga och l(ir den deriverade eqva 
tionen med resp. A och Ai, fär jag följande relation: 



20. 



A, = 



dx\ <&, 
V 



+ A, 



- 7 — 

d& V betecknar 

i. ^ _ 2 — ^ 
3:r 0^ <I>3 ' 

Vi skola na använda det ofvan utvecklade pä den stora klass af eqvationer, 
för hvilka man har: 

21. A*- {x^ — a'^y 

Sattes X = k + -y Wir täljaren i A/ af graden 4 och nämnaren af graden 8, 

men kan bli af graden 6, om k^ = a^. Äro ^1 och J? = 0, kan At förkortas med <«, 
och om man satter 

4 a* 
22. x = a + 



t — a 



öfverg&r : 

_ CV + Dax + Ea^ 

23. Ar- (^ilZ^-iyi 

tili 

A C.t' + Dx^^t + Eya' 

hvarvid man har relationerna: 

C+D + £ ^ &C+2B-2E ^ ^C-W + E 

25. C, = ^ ^ , A = ^ 4 y A = 4 

eller : 

26. C, + D| + ^,+4=4(C+l), C,-i),+^+4=C-D+£ + 4, 

4(r, + i) = c + i> + £+4. 

Allmänna formen för de eqvationer med rationela algebraiska koefficienter, 
hvilka satisfiera vilkoret (14) är: 

+p(«— a)^+'(x— 6)"+'(a;— c)'*'---y = 
och man fär för denna eqvationsform : 



8 — 



28. 






(x-«)-^ 



(.r — /.)■- 



(X - if 



+ 



+ r 



AB 



+ ; 



-1 f 



BC 



2(x — c«) (;r — /') 2 U — ^0 (x— r) ' 'l(x — h) ( 



r) ' 2(.r— 6) {X — r) ' 



4/((x— '/)•' {x—li)"{x — r) 



f ' 



Skola termerna med (:r — r) i näninaren fürsvinna, mäste anfingen C vara n«»!!, 
i hvilket fall x — c kan bortdivideras ur e([vationen (27), eller ockt?ä (l' = — 2, och 



da nuiste samtidigt 



29. 



\p{i: — ay {c — hf (r — d/' = — \. 



Skola pä samma gang termerna med (x — (/) i nämnarcn l'ürsviniui, bor man 
hafva D = — 2 och pa samma giing: 



30. 



4p{r — ay' (r — hf {r — äf'' -= — 1 • 



/; 



Ap{d—ay\d—hy' (d — c)-' 

Vi antaga c = d , 

Pä det att derföre en eqvation af klassen: 






1 . 



mä hafva en integral af formen: 

(f ^ — ff 
y = Cc -f- C^r 7 

fordras, att hon skall kunna skrifvas sklunda: 



31. 



^■''' ""'^djr 2 



r ^4_ , __^L 

n X — a 



L^' 



(x'' — a')'^j^+p(x 
^ (Ix 



eller ocksä: 



32. 



a) (x + a) if = 



j<2 

(a;2— a2)(x' — /ca)|~;2 



1^ 
2 



A 



X — a 



+ -: 



B 



X -\-a X — k'<i _ 



du 



■' ^ ' dx 






y - . 



ütaf dessa bäda allmänna eqvationsformer kan man im genom att tilldela üt 
A och B heia talvärden erhälla ätskilliga integrabla eqvationer hörande tili kla.sson 
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i fräga, frän hvilka man sedermera kau genom differentiation och ombyte af variabler 
Ofverg& tili andra. 

Vi kanna skrifva funktionell A sälnnda: 

„„ ^ Jbi!* + Bx'a + Caf'o» + Dxa' + Ea* 
"*"*• ^ = a^ix^-a*y 

och vi vilja intbra tvenne qvantiteter ü och F, hvilka vi definiera sälunda: 

34. iü* = A-^B + C + D + E + 4 

ATn = A — B + C — D-\-E-\-4. 

Satter man i formein 31 A = B = — 1, fär man: 

35. (;,«_o«)g+x|+i,y = 

och för denna eqvation har man följande relationer emellan de i A ing&ende koef- 
fieienterna A^ B\. . 

36. ^=0, B = 0, C+ 1 = — 4;;, 2 U=2 F=l. 

SätteB i samma formel ^1 = — 1^ B^= + l och p atbytes mot ^^ (is: 



a 



37. (^._at)g + a| + ^,(* + «)'y = . 

med relationerna: 

38. A = — Ap, 2Ä = B, C=0, 2 ü=l, 2 F=3, 

och cm man sintiigen i samma formel insätter ^1 = — 2^ £=:-f-2: 

med relationerna: 

40. A = — p, B = 4A, C = 6Ay m = 4A, V = 2. 

Om man äter i formein 32 satter ^ = 1, B=sl, fix man: 

41. (._ A.„) (.._«') g _ ^L [_±_ + 1 _ _|^] (._,a) (.._a«) | 



ar* — a* 



4o«(*» — l)(a:— *a) 
med relationerna: 



y = 



P/aMH«iuiiel: differentiale^iT. 2 
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42. 



A = 



1 



** — 1 



, B»— 4^ = 4^», C = 3, 2V = 2U=3 



Sattes i samma formel A = — 1, B = 3, fäs: 



43. (.-..)(.^-«^)g-l[--^^ + -l---i_](..-«^)(.-.«)|- 



4a^(k + iy(x—ka) 



= 0, 



och motsvarande denna eqvation har man relationerna: 



44. 



1 

1 



2A 



— 2 = k, 



2ä 



— 3 



(Ä-y 



A, C=a[1-^ 



-'][l|-'] 



2 C/= 1, 2 F=5. 



Slutligen kan man i Banima formel sätta B =^ A, A = — 2 och fär derigenom 
ännu en eqvation af samma klass: 

45. (x^-a^) i^t-ka) J| - ^ [ — + -^ ^T-l (^'-«') (^'-A'«) 7^ - 



1 (x + a)^(Ä;— l)2y 



4 a2 {x — ka) (A + 1)* (a;— a) 



= 0, 



för hvilken man har relationerna: 



46. 



A = 






2' 2A 



— 3 



*' ^' = 3^[(Ä-^) + ^] 



£^* = 



(Ä-r 



F=3. 



Man kan skaiTa sig ännu tvennc integrabla eqvationer hörande tili gamma klass. 



47. För 



ikt man: 



(^'--)S + (-a'' + ^ + '»)l = '' 



48. 



B 



» = VJ, A = ^>(* + * + Z-2)« = 4t/»,(i-i + ^ + 2)' = 4F* 
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d. ä. l=ü+ V—VÄ,k=ü—V-\-2, 

i hvilka formier U eller V kan ersättas med — U, — V. 
FOr denna eqvation fär man sUedes: 

49. ü— F+2 = -?=, C+l = (l/— F+l)«+2V2(r7+F— VJ). 

Som man finner, satisfieras dessa vilkor af eqvationen (39). Jag bar emellertid 
apptagit denna eqvation derföre, att den omedelbart ger b&da sina partikulära inte- 
graler. 

50. (x«_o«)(a:-*a)g + [(a;-Ä:a)«(|z+«) + 2(a:«-a')]^ = 

bar relationema: 

51. p = VI, 4f74 = [p—Icq + {q—2—pk)]^y 4 F» = [p—iq—{q—2—pi)]^ 
sUedes : 

qk = YA—{U+ 7), q—kVA = ü— F+ 2, 
bvarjemte man bar 

52. -^=tr-F + 4,(C+l) = (J7-7+3)«-2^ + 2V:i[ü+F+i], 

i bvilka formler ü ocb V kan ntbytas, endera eller b&da, mot — 17, — F. 

Vi skola nn genom derivation ocb ombyte af oberoende variabel öfyergi fr&n 
de föreg&ende eqvationerna tili andra itminstone i vissa afseenden mera generella 
ocb Bysselsätta oss fördenBknll fbrst med eqvationer af Specialklassen: 

^^- ^ — 5j=si)i — 

Denna klass kan representeras genom eqvationen: 

54. (a.._o«)g + (|« + ga)g + ry = • 

för bvilken man bar: 

55. 4ü» = (p + } — 2)», 4F^ = (p — j — 2)«, C+ 1 = (i) — 1)« — 4r. 
Deriveras eqvationen n g&nger, fäs en annan eqvation: 

* Jfr S, Später: »Studien etc.» Erste Fortaetsung. Sidd. 1 -80. Wien 1867. 
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56. (x^-a^) 'g + l{p + 2«) x + qa]f-^ + («^ - « + »i> + r) r = , g = ^ 

för hvilken : 

C, x^ + J, «X + i?, g^ 

58. c, = c, ?;, ••* - ( r' ± «)•■* , 1^, * = ( >-'+ «)* 

+ svarar i forsta forineln raot p-\- q ^ ^ , i andra mot 2' — q ^ ^ • 
Deriveras alltsä, eqvationen 35. fas en ny eqvation, for hvilken: 
59. C, + 1 =—4p, 2Ut =2m— 1, 2r, =2w — 1 . 

Insättes i den sälunda deriveradc eqvationen 

fär man enligt formlerna (24) oeh (20) en ny eqvation med relationerna 



60. 2 VC, + 1 = 2«— 1 , 2 F, = 2n— 1 , 2 f/2 = V— H);^ . 

Om den sist erbällna eqvationen föres tili formen (54) och deriveras m g&nger, 
fär man äter en ny eqvation, som ger: 



Gl. 2\'C^-\-l =2m — 1, 4U:,^ = [\—iijp+2mY, 4 l^ =^ [2(w + m)— 1 p , 
hvilken sista eqvation genom insättningen : 

. , 4a* 

V — a 
transformeras sä, att man fär: 



62. 4U,^ = {2n—l)^, 4V,^ = [2{n^ m) — l]^, C\ + l =[V — 4i>±mp 
Ilar man säledes för en eqvation af i fräga varande klass antingen: 



63. 2VC+l = 2n— 1 oeh 2V = 2{n + m) — l 
eller 

64. 2lJ=2n—l och 2 V =•- 2(n+m) — l, 

sä är den eqvationen integrabel. 

Da man säledes mäste 2:ne gängcr utföra transformationen medelst substitti- 

4a* 

tionen x = a+ , meddelas resultatet här: Eqvationen 

t — a 
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65. (a5»_a.)g + (par + «a)^ + fy = 

Ofrerg&r vid nämnda transformation tili 

66 (fiy Ki + Ba d» 2ar 

dt* "^ 2(<» _ o«) <ft "*■ (< + o) (<— o)» '^ ~ 

d&: K = 4—p—q, R = 4— 3p + j . 

FOr att genom ett exempel belysa. integrationsmetoden skall jag integrera 
eqvationen: 



Man finner först: 



_ 9a;» + 20ar + 16 



ocb s&ledeB: 

217=7, 2F=3. 

Man skall d& taga » = 4, m = 2 och i formein (64) använda tecknet minus. 
Af (62) fkr man d&: 

10 = (K=T^-2)«, r.2 + m=V^=^, .'.p=-l—ViÖ. 
Fönta eqvationen blir d& (35): 

hrilken eqvation 4 g&nger deriverad ger 

Gtenom Substitutionen m = 1-\- - — ^ f&r man 

. <P;y , — 6< — 23 <to , ^(2"~^J 

<ir» "^ 2 (<» — 1) Ä ■*"(< + 1) (<— 1)» ' ~ 



Formlerna 41 ge nu: 



^ 45 „_ 62 37 
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och ftJr motsvarande eqvation har man enligt {M), da man iakttager att i formein 
(64) minus användts: 

2 [.'3 = 2-p-q,2 n = 2 + q-i, 
hvaraf: 

Man kan da bilda eqvationen: 



o. 



("-»£ + [(-2-™)' + (|-"«)]'l+(-5 + l'-)'-". 



hvars andra integrerade eqvation * 

4 
har samina A soin eqvationen (4). Satter man nu i (o) ^ = 1 -|- fär man 

7 rf^y I (2 + 2 V lÖ) X + (4 + 2 VF)) rfy ^ (~ 2 + 4 ^^^) _ 

<ir*"^ 2(_x-'- — l) fii- "^ (x + 1) (x — 1)* * ~ 

med samma A som den gifna eqvationen (1). Denna cqvations integral Mir da: 



'='+j4i .. .,_ .,_ -=' + 7k 



1 rx»+(*-3 V'lO)a; — 5-V'lO , ,„ ."( i _ V'l0)<+ 13- VlO ^ 

y = e*^ / (W c ^ / dx* 



da 






(ir 



I den händelse -4 = 5 = 0, fär man af formein (49): 

67. C + 1 =(f/— F+l)2, 

i hvilken formel man kan utbyta U, V, endera eller bäda mot — U, — V resp. 
Deriveras motsvarande eqvation n ganger, fär man en annan, för hvilken ?7,^ = 
(f/-t «)S F,2 = (K+ w)^ 

Vi antaga, att l\ > F, , livartill vi hafva rättigliet, da detta endast beror af 
tecknet fÖr a, och finna da lätt, att om för en eqvation af klassen i fräga man har 
nägot af fallen : 



* EqvatioDen f&r tnRn, om man i formein (56^ satter n = — 2. 



— 15 — 



68. 



C, + l = (r7,-F,+2» + l)« 
C, + l =({/,+ y,-2n+l)» 
C, + l = (t'i-F,-2n + l)S 

r denna eqvation integrabel. 

I förata fallet kan man nämligen sätta {7, = 17 — n, F, = F — n, i andra 

'•M^t kan man s&tta U, = ü — n och antingen F, = F + w eller « — F, i tredje 

4lle* ü, = J7 + n och antingen F, = F + n eller »— F eller ockel Ü^=n—U, 

^1 = »I— F och i fjerde fallet T/, = f/+», F, = V — h eller ?7, = n— ü, F, = 

^ »». Alla dessa substitutioner äro specialfall af ?7,» = {ü *■ n)», F,« = (F+ »)». 

^^n kan man bilda eqvationen 



(^*-«')£? + (i«J + ««)^ + ry = o 



m 



l«t relationema: 



(i» + 9-2)» = 4 ü*, (p-q-2y = 4^,0+1= (p-l)«_4r, 

« ^f-vid man har att iakttaga att ±n srarar i första formein mot p-\-q^ 2, ised- 

^ mot p — q 2. Om den s&Iunda bildade eqvationen deriveras n g&nger, fkr 

^\t%. en eqration, som har gemensamt A med den gifna, hvarefter dennas integra- 
^on följer ntan vidare srärigheter. 

Jag Ofverg&r nu tili behandling af den mera allmttnna klassen 



69. 



A = 



Ax* + Bx*a -f C'a-V + Dxa* + Ea* 



o»(a;«— o»)» 



tili hrilken klass hör eqvationen: 



70. 



71. 



72. 



("— )g+(^'+»-+'")l+(5+¥+')'-»- 

FOr denna eqvation f&r man: 

4 ü* = (»• + * + ? — 2)«, 4F« = (» — *+? + 2)« 

A = i^ — 4p, B = 2ik — 4q, C = k* + 2a — 2k — 4r + 4p. 

Om man n g&nger deriverar eqvationen: 
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för hvilken man har: 



B 



73. a) i = \ A,h — 2:= ^-^ — 2>i = + {U—V),\ A-\-}==^±_{ü-\-V) 



eller : 



2]/ A 
C' = ä;» + 2j7 — 2Ä — 4r 



B 



73. b) i=\A,k — 2=—^ — 2H=±_{r-\-V),\A->rl=±{V—V), 

2\ A 

i hvilka formier plus svarar mot plus och minus mot minus, sä tär man en annan 
eqvation af samma klass, fÖr hrilken: 

A^=A, C^ — C, ß, = B — 4« V^ och iöröfrigt 

I f^,^ = (f'±«r-, >^,^ = (F+»P, om ^ _2«=±(r- V) 
*•*• { 2\ A 

Med användandc af dessa formler kan man nii öfvergii fran eqvationerna 
(37) (52) tili andra i ett visst afseeiide mera generella. 

Om vi i eqvationen (37) sätta p=: — (2h — 1)^, n > 1, fä vi: 

2Ü=1, 2F=3, U— F = — 1 och _^_- — 2u= U— V. 

2\ Ä 



Eqvationen har da samma A som : 



(x' 



^ ^ cU^ "^ L~~^~ X- + X + a (3 — 2t/) 



(Ix 



+[_(._i)^^.+ 



+ 



1 — 2(2»— 2)2 



]y = o 



Deriveras denna eqvatiun » ganger, fär man en annan eqvation med: 
^i= = _ 1 , 4 l/,2 = (2» + 1)S 4 F,2 = [3— 2«]*, säledes: 

75. .4, = (2/» — D«, J?, = — 2(2«- 1),C, =0, 4^/,* - (2«4-l)», 4F,* = (2m— 3)», 

hvilka relationer s&ledes bestämraa en grupp integrabla eqvationer. 
För eqvationen (39) fär man: 

B 



2\ A 



— 2= 11— V. 
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Eqvationen kan följaktligen efter föregäende transformation deriveras en g&ng, 
och man f&r en ny eqvation med relationerna: 

76. i?, =4il,-4»Gi;, Ci=6Ai, üi» = [2|/j; + ip, F, = 1. 

Satter man i eqvationen (41): 

4n* 



4n»— 1' 
f&r man: 

^ — 2n= U—r=0. 



2\fA 



Under detta antagande kan da äfven denna eqvation transformeras 8&, att hon 
n g&nger deriverad ger en annan eqvation med: 

77. /l, =4n»— 1, Bi=0, C, =3, Ü,» = (w + 3)S F,2 = (n — 3)V 

Af eqvationen (44) fär man, om man bestämmer k genom eqvationen: 



(l±MHi = „ (helt t.1): 

V(* + 1)» 

B=:2Ä(Jc + 2), 2U=1, 2F = 5, -^ = n. 
^ ' 2VA 



FOljaktligen har man: 
l:o) n = ndda tal 

B „/n— 3 



2yA 



-2[^)=U+V=S, 



H 3 

och eqvationen kan efter föregäende transformation deriveras — ^— ganger, hvari- 

genom man för: 

78. -^ = 3, 4f/,« = (»-2)', 2F,=n + 2, 

2:o) n = jemt tal 

^-2(^-\.l)=U-V=2, 
2\^ \^ J 

och eqvationen kan deriveras o + ^ ginger, hvarigenom man öfvergir tili en an- 
nan eqvation med relationerna: 

P/annenstiel : diifereotialeqr. 3 
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B, 



75). --^^ = - 2, (n - V"^,)-' = (« - 3 V^,) , C, = (h - :H yl.) (3« - V A,) , 

2r, =„ + 3, 2 F, =»j — 1. 
I cqvationen (4;')) kaii man sätta: 

k = y - — 1 .-. /.• < 1 , 
hrarigenom mau fär: 



2-1/1 



M = 



(A-+1)- 3 



^.(.+y/g(.-Vi;)-^(.-2)|, 



säledes: 



3 ' 



-^ 2(»-2) = -(r7-K) = 3-?;-', 



21^ ^ ' VW 3 



livaraf man scr, att ocksä dcnna cqvatiou kan deriveras, nämligcn n ganger, och 
man knnimer tili en cqvation, ITir hvilkcn: 

7,=« + l, C',=3[(|/lJ+l)'+l]^,. 

lunan jag gär vidare, skall jag med ett par cxcmpel belysa integrationsmeto- 
den. Jag vill forst intcgrera cqvationen: 

1. (.*-l)g + (4.f' + 5x* + 3x-3)^^ + (4x^ + 10x'+12.t* + 14.r-^)y = 

Om w — 3, satisficras formlerna (75). Man vet da, att eqvationen: 
som eiiligt (14) blir integrabel, oiu man multiplicerar nieTi : 
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l 
I 



F = 



2(a;— l)i(af + l)i' 



har samma ^ som 



3. 



^^'-^>S + (^-'' + ''-^^l+[-^^'^-T]y = ^' 



hvilken eqvation, derirerad 3 g&nger, ger 



4. 



(,._l)g + (5,, + 7x-3)g + [20. + |]. = 0.g = . 



med samma A som den gifna eqvationen. 
Dennas integral blir da: 



9 = e 



r (4i* + 5j« + 3a! — 3) — (5x^ -f- 7x—3) r &r« -f- 7x — 3 — 1 

J 2(a;» — 1) cP J 2(a;» — 



1) 



tir» 



y, d. ä. 



5x 



dx» 






Ora man har att integrera eqvationen: 



med: 



1. (^2— 1)1 ^ — I (löjc* + 3a;« + 4&r + 30) y = 

15z* + 3X« + 48X + 30 rr «^ TT 1 



8& finner man, att formlerna (77) satisfieras för n = 2. 

Iß 
Man iUr da £« = tt^, och eqvationen (41) eller: 



^- i'-vm^-^m-i 



1 



+ :rf-i- 



X — 1 * a;+l j: — l/ü 

16 



V- 



{"-^)b-vm 



(x«— 1)* 



<^-VS(l^-<) 



y = o, 
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soni kan integrcras, har sainma A soiu cn viss aunau eqvation af formen (72) 
Formlerna (73 a) ge: 



a = 1 , Ä = 2, i= vi5j 1 = 6 — V 15 , n = 2 



säledes fär man: 



3. (x*- 1) g + [H5 X'- + 2x + [G - J 15] ]"!£ + [- » 15 x + 



12 »15—38 



o— 38 -| 

4 J^^*^' 



hvilken eqvation derivcrad 2 ganger ger 

^- (^'- ^) £ + 1^* ^^•'' + ^•' + f^*^ ~ * ^"'^ ^ S + 

med samma A som (1). 
Integralen tili 2 är: 



c/:(; 



3 »15 X + 



12 Vlo— 9 



4 J^ = ^ 



^1 = Cc 
8&ledes integralen tili (1) 



V 1 ö /> 



— dx 



Vis .- V.?;'-i 



/Ifi 



+ C\e 



V 15 



/ V15 x^-\-^x + ^~\\ry I / n5jr^ + 2.r-f 6~Vl.s 



\ 



/16 



y = e 



dx^ \ c 



2(x-^-l) 



Fv«y 



dx^ 

Vi 



Förenar man vilkoret (49) med nägondera 

-^ — 2n=U+V eller -^ — 2« = — T— F, 
2\A 2\A ' 



transformerar och dcrivcrar motsvarande eqvation, kömmer man tili cn eqvation med 



81. 



A = 



{x—ay- 



med hvilken form vi snart skola sysselsätta oss. 
Förenar man slutligen formlerna (52) med 



B 



2\A 



= — 2n= 6' + 7 



fär man: 



U = ~- _ (« + 2), F = — n + 2, qk = VA — [-4- — 2«! 
2VÄ ^ ^ ^' ^ ' ^ l2\A J 
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och för den n ganger deriverade eqvationen: 

■g, _, B 



g&ledes : 



82. 



2U, 2V2-'"- "''=("+')'• V=(r+«)', 






Medelst ofvanstäende formler kan man du i mänga fall reducera en gifven 
eqvation tili en annan integrabel form. I alla dessa formler' bar n betydehen af 
ett helt positivt tal. Man borde emellertid kunna antaga n alt betyda hvad som 
helst och medelst användande af Lioaville-Holmgrenska metoden under^detta anta- 
gande komma tili primitiver i form af definita integraler. Undersökningen bärom 
yill jag dock spara tili en följande afbandling. För de fall, i bvilka föregäende 
formler ej kunna användas, skall man ännu ofta kunna transformera en gifven eqva- 
tion tili en annan integrabel. En sädan transformation kan ästadkommas medelst 
användande af formein (20), da A anses böra tili en integrabel form, tili bvilken 
eqvationer med Ai skola kunna reduceras. Sä äro tili exempel för: 

1. (^i_a*)g + (ix» + fcc + /a)| + ^(x + a)^y = och 

2. (x'-a»)(x-a)g + (*-") (^^' + *^ + ^«) ^ + f.(^ + «)'y = 

bide A och Ai a^ formen 

Ax* + Bx' + Cr* + Dx-}-E 

För bäda eqvationerna t^rblifva vid derivationen A och B desamma; för den 
första eqvationen blir C, = C + 4(A;— 0, L7;2 = (J7+2)^ K,' = (F— 3)^ för den 
andra: C, = C' + 4(/c— 2i), L?= 6^ F,^ = (r+2)2. 

De mot dessa eqvationer svarande relationerna emellan A^ £ . . . . äro emel- 
lertid synnerligen invecklade, 

För eqvationen; 
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83. (._„)g + („,+ti.)| + JL(. + „)j, = o, 

som är ett specialfall af (1) och som hör tili en annan klass, med hvilken vi snart 
skola sysselsätta oss, blir den derivcrade eqvationen: 

84. (:r'-«^);^;+[^x^+(t,+«,).r + aK+2)g + [{,x+ ^x+i, + 6,-«,]y-0, 

för hvilken man fär: 

F = 2, U^-= K+i,)», .4 = t,»- 4i> 

B = 26, (/>, + fl,)-8/>, C = (i, + a,)-' + 2h, «, - 2 (6, + o.) + 4«, ; 

säledes blir intcgrabilitetsvilkoret : 

85. V=2, [U— (2^*— J5) — Cp = 4 [2 (2^ — B) + U^] * . 
Förenas nn vilkoren (85) med 

— — 2(m — l) = U U pos. cllcr neg. 



2V^ 
fhr man: 



^.= — 2«= U— V, 



2\A 
och för niotsvarandc deriverade eqvation: 

8G. -^ = l\ - (« + 2) F,^ = (« - 2)» ( fi, = r+ w) 

[( Ui — »y- — {2A , — i?, — 4m vi; ) — C, J-ä 4 [2 (2.4, — 7;, — 4« V ^1, ) + ( l\ — w)'] 

Om man i stallet tagcr: 

-^^ — 2 (« + !)== U 
2\Ä 



finncr man äter 



2yA 



2« = U-\- V, 



♦ Eqvationen 84 härledes genom samma metocl af S. Spitzer^ som i sitt sist utkoiuna arbete 
[pNeuc Studien über die Integration linearer Differentialgleichungen, Wien 1874j)] äfven behnndlar 
eqvationer af formen (70). Hans öfriga resultater i afseende p& dessa eqvationer äro följande: ban 
erbäller enskilta eqvationer, som bafva samma ^ som N o 37 [se anförda arbete §§ 80, 85 och 86 
m. fl.] och deducerar en eqvation, hvilken satisfierar formein (49) [se § 90] hvarjemte ban [§ 84j 
erh&ller cn eqvation, som satisfierar vjlkoret 89. 
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och nian kommer tili ett formlerna (86) liknande System med den skilnad, att de 2 
första formlerna ersatts med: 

A=f7,-(n-2), V = (» + 2)«. 

För eqvationen 
87. (x«-o»)(x-a)g, + (a:-o)[^x« + /x + (/-X)a]g + ^,(a: + a)»y = 0, 
som är ett specialfall af eqvationen 2 sid. (21), har man 

Ui—4A = (l-{-2k—l)(l—2k—\), V=l 
A = k*—4p, 4il— 3B-f-2C'— D = 0, 3ß + D = 2 [/4-2it— 2] + 16^ — 16*» . _ 

FOr den derirerade eqvationen är: 
A^ = A,B, = B, C, = C + 4(/— 2A), i), = /) — 16, Et = E+lQ — 4{l—2k) 
Bälnnda: U,^=m, T, = 3 

fbljaktligen : 
Ui^ — 4A=M(l + 2k—l)(l—2h—l), 4^,— 3J?, +2C,— D, = 8(7— 2* -|- 2). 

3B, + D, =2/[Z + 2*— 2] + 16il,— 16*»— 16. 
Satter man nn fÖr korthetens skull 

4^,-3.g,+2C,-J, 3 j^ 

8ä f&r man efter elimination af l och k och efter ätskilliga reduktioner: 



1 



i?4-2C, + 18 = 3r/»4. 



t7,» — 4J 



88. { F, = 3 . 

j^_ 4^.+3g.+2g,- D. 3 

O 

Eqvationen har A &f formen (81). 

Vi antaga nu, att i den allmänna A-formeln (69) ^ =0 men ej B = 0. 
satter man i (28), C = 0, ^1 = 1, B = — 2, 6 = — a, ^j =^^, ßr man: 
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89. 



B = — 4^,, 2 C/ = 8, r^ -\-2B = 0, 4C + 12 7/ + 3 = 



motsvarande eqvationen: 



90. (-^-«=)g-^ 



1 



9 -1 



.j" — a .r + r/_ 



— 1 



(■'•— «^) f^ + 1 [^-"f k+«] ?/ = 



j»i 



Für A = — 2, B=:'^, C' = — 2 fär man genom samma fornicl: 



motsvarande : 



Wl 



(.,._„.; (.,_/.^)|J|^_^ 



•> 






'/// 



(Ix 



■ + 



+ 



(.r + a)*{l-\r- 



4{a!~ a) a (/.• + 1 )•' {s — ka) 



y 



=0 



och oin man satter C = — 2, ^4 = — 1, H = 2: 



motsvarande : 



2r- 1, ]'=2 7; = 






., ö J?(:u-f.r)) 
)-^' 4 "/•— 1~ 



1)4. (x*_a») (:,_/,«) g_^ 



1 9 o 

X — a x-^-a X — ha_ 



.1 .. I / /. 



-1) 



dx ' (A-4-l)-^fl(x— Ayi) 



y 



= 0. 



I alla föregäcnde formler kan man betrakta a säsom reel ellcr imaginär qvan- 
titet. Ilvad V oeli V beträflfar, sfi bafva de visserligcn antagits reela i det iorega- 
ende. Dctta antagande är emellcrtid ingalunda alltid nödvändigt Kä t. ex. behöf- 
ver 11 ej vara reel formlerna (4U), bvarken IJ eller V i (40). Föregiiende utveck- 
ling undergär derigenom ingen förändring; man kan endast tillägga i afseendc pä 
formlerna 08, att man für att rediicera dem tili (()7) alltid bar f'i^ = ([/ + «)', 
Fj2 = ( F+ w)*, i> + (/ — 2 = 2 [;', 2) — (/ — 2 - 2 T; Toeb Kfär fönifrigt bafva hvad 
tecken Hora bebst. Slutligen förekommer Vyl ocb denna rot behöfver ej tagas posi- 
tiv ocb kan vara reel eller imaginär. 

Oui t. ex. för nägon gifven eqvation: 



0) 



A -= 



S.r" — 112 
(•' " — 1 J" 



sä slr r, = ;'>;, \\ -- W, ocli mau har (', + ! = (?;,_ \\ + 2« + 1)^ för « = 1. 

Man satter l\--V—\, \\ = T'+l d. v. .s. /',■'-(— T+ljS ]7 = (F+1)-; 
säledes: 
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— 2 [5/-}- !]=!) + ? — 2, +2(5< — l)==i) — g — 2 .\ p = 0, q = — lOi,r = —2 
(enligt 55). 

Eqvationen : 

(2) (;,._l)g_10,|_2y = 

deriyerad en g&ng ger en eqvation^ för hvilken A är det gifna (1). 

Eqvationen (2) satisfierar vilkoret C4-l = (tr — 7-j-i)» och kan sälanda 
transformeras tili: 

hyarigenom den gifna eqvationen lätt kan integreras. 

Jag öfverg&r na slntligen tili behandlingen af eqvationer hörande tili spe- 
cialfallet: 



A = 



a^ 



och Till i sammanhang härmed äfven framställa integrabilitetsvilkoren för nägra 
andra eqvationsklasser med liknande A-form. 

Lätom oss da först nndersöka hvad Substitutionen x = t^ bar för inflytande pä 
formen af A- För denna Substitution fär man enligt (18): 

95. Ai = ÄmH^-^ + BrnH"^-^ + [(C + 1) m« — 1] i"^ + Dw»r«-* + Ew«M-^» . 

Härutaf kan man draga följande slutsatser: 
l:o) Ar fn = — 1, ffir man 

96. ^^E^±Dfi±a^±m±A^ 

hTarigenom koefficienterna komma i omvänd ordning. 
2:0) Är»» = LB = D = Oftr man 

97. A=^ J , 

3:o) Ar »I = 2, G+1 = i , D = E = 0{iiS: 

98. A=4^<«+4B. 

PfannenttUl: differentialeqT. ^ 
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4:o) Oin slutligen B = D = E = 0, fär man 

99. A. = AmH^"-^ + (^+1)«^'-! . 
Eqvationen : 

100. .r'-g + (^r^ + /,.r + 0j| + (-(«-l)/.r + r).y=0 
karakteriseras genom eqvationen: 

101. 7^-^ = «. 

4 \A 4 V E 

i hvilken iormel V^, \E kiinna tagas pos. cllcr negativa, och man fär: 
i = \Ä, l = \E, ^ + 2(n -\) = l-, C + 1 = [^ + 2» - 3] +2VC4 V'£ + 4;> 
Deriveras eqvationen n ganger, far man för den nya eqvationen : 

102. Ai = A, C,= C, £, = £, By = B — in \A, 7), = 2> + 4« \^ . 

Ar 2 = 0, bortfaller vilkoret (101) och eqvationon kan deriveras sä mänga gan- 
ger man vill utan att bli af annan ordning och utan att A:s form ändras. 
För den deriverade eqvationen ihr man 

Ci = G, E, = E, D, = Z) + 4wV:b. 
Säsom omcdelbart integrabla eqvationer kunna vi uppställa: 

103. l:o) ^%S + (^^'+'^'^ + ')^ = Ö 
med: 

104. 2\'Ä\E-\--S^=-C, -A ^ = 1 

i\A\E ' 4\A i\E ' 

hvilken eqvation for / = ger : 

105. ^ = 0, i? = 0, C+1 =fJL + lV, 

\2\ E 1 

och 2:0): 

lOG. x^ ix-k) 2i+[{x-ky [px + <j) + 2^^] 1 = 
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med relationssystemet: 



107. 



\ 






Jb 2V4 '^ ' * 2V^ 



Nn kan man säsom fbrut utvidga ätskilliga af dessa integrationskriterier. 
S&Ianda kan man genom n-faldig derivation af en mot (105) svarande eqva- 
tion af formen (103) fä: 



108. 



A = B 



= °'^+^=fe^-^'*+^>^ 



eller genom snbstitntionen 



1 

X = — 
t 



109. 



D = £ = 0, C+l = ^-2n + l)\ 



Ar p& gamma gäng By Dy E = Oy tkr man : 



C+l = i2n-l)\ 



och (99) ger da 



A = Ämh^-^ + 



( 2n — 1)^ m» — 1 



motsvarande det af Boole [se »Differentialequations»] för eqvationerna: 



in9 



gifna integrationsTÜkoret. 

I allmänhet bar man följande integrabilitetsvilkor: 



111. 



l 






Oni man n g&nger deriverar eqyationen: 
"2. «•S + [(2-«)z« + 6» + c]^ = 0, 



<te> 



<2ic 
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ftr man en eqvation med A af formen 

. ^ , S , C 

da 

A = b^-\-2c (2» — 1), B = 2bc, C = c» 
sälunda : 

114. (5-^r= [2i2n-mC^ 



115. 



Genom Substitutionen x = V" fär man: 



^' ^2 ' jf2m + 21 ^3;/i + 2 « /4m + 2 ' 



Man kan ocksä anse eqvationen: 



intcgrabel. För denna eqvation har man: 

117. A = A^v^^" + 2.4(2 + a)x^'-^ , 

ocb man fär medelst användning af Substitutionen x = /"* 

41/2 1 

118. A = + m2 [^2/2(ma + m-l) -|- 2^ (2 + o) '«« + m - 2] . 

Man skulle kunna pä samma satt bärleda otaliga andra A -former, hörande 
tili integrabla eqvationer. Jag bar dock ansett tillräekligt att anföra de ofvanstä- 
ende säsom varande af mindre invecklad form. 



Tillägg tili sid. 8. 

Af formlerna (30) finner man^ att d blir en fnnktion af e^ beBtämd genom eqva- 
tionen 

^d — ay(d—by = (c — ay(c — by. 

Genom att medtaga de i formein 27 ing&ende termerna med (x — d), {x — e) 
0. g. y. i nämnaren kan man erhälla mänga nya eqvationer, för hvilka A blir af 
fonnen (21). En analys af dessa eqvationer sknlle dock hafva gjort denna afliand- 
ling allt för vidlyftig, hvarföre jag mera s&som exempel bebandlat eqvationerna (31) 
oeb (32). 

För c = d blir j> = 0, hvarföre raden 12 i stallet borde hafva följande lydelse: 
Vi antaga i formein (28) c === ä = e . . . , eller^ hvilket är det samma, D = E 
= . . = och C = — 2. 



y » 
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